
安定多様体法を用いたクアッドロータの飛行制御に関する研究
M2022SC003　石王宏和
指導教員：坂本登

1 はじめに
無人航空機システム（Unmanned Aerial Systems）は
物流や災害救助，地形調査など様々な分野や用途で利用
されている．近年ではオリンピックの演出や地震などの
自然災害発生時の支援にも使われている．UASの中でも，
一般的にドローンと呼ばれる４つのロータが剛性のある
クロスフレームに固定された構成であるクアッドロータ
は特に人気がある．その理由として，ホバリングができ
ること，機敏で操作性が高いこと，使用目的や使用対象
者が幅広いことが挙げられる．
クアッドロータの制御の研究を行う中で飛行実験時に
離陸直後など姿勢角が安定せずに高度の急降下や墜落す
ることが度々発生した．この問題を解決するために姿勢
角速度の安定化性能を向上させることによって姿勢角を
安定させようと考えた．本研究では線形最適制御と非線
形最適制御を用いて姿勢角速度の安定化性能の向上を目
指す．非線形最適制御問題では当研究室の坂本登教授ら
により提案された Hamilton-Jacobi方程式の近似解法で
ある安定多様体法を用いる．

2 クアッドロータのモデリング
2.1 座標系とパラメータ
クアッドロータは３次元空間を運動しており，クアッド
ロータの空間表現を行うためには並進位置と姿勢角が必
要である．これらの状態量を表現するためには，２つの
直交座標系を用いる必要がある．用いる２つの直交座標
系とは，慣性座標系（Σw）と機体座標系（Σb）である．
これらの座標系は右手座標系であり，座標系とクアッド
ロータの 3Dモデルを図 1に示す．
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図 1 座標系とクアッドロータの 3Dモデル図

2.2 クアッドロータの運動方程式
本研究ではニュートン・オイラー法を用いてクアッド
ロータの運動方程式を導出する [1]．クアッドロータの運
動方程式の流れを図 2に示す．
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図 2 クアッドロータの運動方程式の流れ

2.2.1 座標系変換の回転行列
直交座標系において，x軸，y軸，z軸まわりの回転行列
を，それぞれRx(ϕ)，Ry(θ)，Rz(ψ)としたとき，ZYX(3-
2-1)オイラー角における機体座標系から慣性座標系への
回転行列 wRbは，式 (2.4)となる [2]．また，慣性座標系
から機体座標系への回転行列は wRb を転置したもので
ある．

Rx(ϕ) =

 1 0 0

0 cosϕ − sinϕ

0 sinϕ cosϕ

 (2.1)

Ry(θ) =

 cos θ 0 sin θ

0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 (2.2)

Rz(ψ) =

 cosψ − sinψ 0

sinψ cosψ 0

0 0 1

 (2.3)

wRb = Rz(ψ)Ry(θ)Rx(ϕ) (2.4)

2.2.2 回転運動に関する運動方程式
機体座標系における角運動量を h，角速度を ω，機体
に働くモーメントの総和を nとする．この時の回転運動
方程式は，

ḣ+ ω × h = n (2.5)

となる．機体に働くモーメントの総和 n は，推力 u =

[f1, f2, f3, f4]
T，プロペラや機体の形状等によって定まる

空力特性に依存するパラメータである µ，ρ1 を用いて

n =

 ly −ly −ly ly
−lx −lx lx lx
−µ µ −µ µ

u− ρ1ω (2.6)



となる．ここで慣性テンソル I と角速度 ωを用いて角運
動量 hを表すことにより，機体座標系における回転運動
方程式は式 (2.7)となる [1]．

Iω̇ + ω × Iω = n (2.7)

また，慣性座標系における姿勢角を ηとした時，機体座
標系における角速度 ωと慣性座標系における角速度 η̇の
関係式は

η̇ =

 1 0 − sin θ

0 cosϕ sinϕ cos θ

0 − sinϕ cosϕ cos θ


−1

ω (2.8)

となる．式 (2.8)は ZYX(3-2-1)オイラー角を用いたキネ
マティクス方程式と呼ばれる．
2.2.3 並進運動に関する運動方程式
機体座標系における並進速度を bv，機体の質量を m，
機体にはたらく力を bF とした時の並進運動方程式は，

m(bv̇ + (ω ×b v)) = bF (2.9)

となる [1]．機体にはたらく力 bF には，推力，重力，粘
性抵抗力が挙げられる．空力特性に依存するパラメータ
を ρ2，重力加速度を g，e = [0, 0, 1]T としたとき，機体
にはたらく力 bF は，

uf =

4∑
i=1

fi (2.10)

bF = ufe− wRb(mge)− ρ2
bv (2.11)

となる [2]．機体座標系における並進加速度 bv̇ と慣性座
標系における並進加速度 v̇ の関係は，式 (2.4)の回転行
列を用いて式 (2.12)と表せる．

v̇ = wRb
bv̇ (2.12)

3 最適制御
3.1 線形最適制御
状態変数を x，入力を uとする次のような線形システ
ムについて考える．

ẋ = Ax+Bu, x(0) = x0 (3.1)

このシステムに対する評価関数は，重み係数行列Q，R

を用いて

J =

∫ ∞

0

x(t)TQx(t) + u(t)TRu(t) dt (3.2)

となる [3]．評価関数 J を最小にする最適入力 uを求め
るために Riccati方程式 (3.3)を解く．

PA+ATP − PBR−1BTP +Q = 0 (3.3)

式 (3.3)を解いて求めた P を用いて最適フィードバック
ゲインK は，

K = R−1BTP (3.4)

となる [3]．評価関数 (3.2) を最小にする最適入力 u は，
式 (3.5)となる．

u = −Kx (3.5)

3.2 非線形最適制御
次のような非線形システムについて最適制御問題を考
える [4]．∑

: ẋ = f(x) + g(x)u, x(0) = x0　 (3.6)

J =

∫ ∞

0

x(t)TQx(t) + u(t)TRu(t) dt　 (3.7)

ただし，Q ≥ 0，R > 0，x ∈ Rn，u ∈ Rnである．安定
多様体法を用いた非線形最適制御問題は図 3に示すよう
な流れで非線形最適入力を求める [5]．
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図 3 非線形最適入力導出の流れ

動的計画法を用いて非線形システム (3.6)のHamilton-

Jacobi方程式を導出すると，
H(x,p) = pTf(x)− 1

4
pTg(x)R−1g(x)Tp+ xTQx　

(3.8)

になる [5][6]．しかし，Hamilton-Jacobi方程式を解くこ
とは一般的に困難であるとされている．そこでHamilton-

Jacobi 方程式の解を求めるために安定多様体法を用い
る．安定多様体法は，当研究室の坂本登教授らによって
提案された Hamilton-Jacobi 方程式の近似解法である．
Hamilton-Jacobi方程式 (3.8)において，p，xについて
偏微分することによって，Hamiltonの正準方程式を求め
る．Hamiltonの正準方程式は式 (3.9)となる [4][5][6]．

ẋ =
∂H

∂p
(x,p)

= f(x)− 1

2
g(x)R−1g(x)Tp

ṗ = −∂H
∂x

(x,p)

= −∂f
∂x

(x)Tp+
1

4

∂(pTg(x)R−1g(x)Tp)T

∂x
− ∂Q

∂x

T

　

(3.9)



次に式 (3.10)の連立微分方程式系Σについて考える [4]．

Σ

{
ẋ = Fx+ ns(t, x, y)

ẏ = Fy + nu(t, x, y)
　 (3.10)

ただし，F ∈ Rn×n は安定行列であり，ns(t, x, y) と
nu(t, x, y)は滑らかな非線形関数とする．任意のパラメー
タ ξ ∈ Rn を用いて関数列を式 (3.11)と定義する [4]．

xk+1 = eFtξ +

∫ t

0

eF (t−s)ns(s, xk(s), yk(s)) ds

yk+1 = −
∫ ∞

t

e−FT (t−s)nu(s, xk(s), yk(s)) ds

(3.11)

ここで，k = 0, 1, 2, ... ,において{
x0 = eFtξ

y0 = 0
(3.12)

とする．
非線形システム (3.6)において，線形部分の Riccati方
程式の安定化解 P が存在すれば，正準方程式をブロック
対角化した後に漸化式 (3.11)，(3.12)を用いることによっ
て正準方程式の近似解を得られる．得られた近似解から
p(x)が得ることができ，式 (3.13)より非線形最適入力を
得られる．このアルゴリズムは k = 0で線形最適制御と
一致し，近似回数 kを増やしていくと求めたい非線形最
適制御に収束する．

u∗ = −1

2
R−1g(x)Tp(x) (3.13)

この手法は，漸化式の計算によって解を得ることによっ
て方程式を解く必要がないため，計算機上で実現させや
すい．そのため，安定多様体法は近似精度や計算量の面
で優れているとされており，アクロボットシステムのよ
うな非線形系システムに対して有用性と実用性が示され
ている．

4 シミュレーション
4.1 角速度の安定化制御
式 (2.7)より線形近似を用いて線形システムは，

ẋ = Ax+Bu

A = −J−1ρ2, B = J−1 (4.1)

となる．重み行列Q，Rを，

Q =

 0.0043 0.0000 0.0020

0.0000 0.0040 0.0020

0.0020 0.0020 0.0055

 , R = 0.03　 (4.2)

として，Riccati方程式を解いて最適フィードバックゲイ
ンK を得る．
また，式 (2.7)より非線形システムを

ω̇ = J−1(−ω × Iω)− J−1ρ2ω + J−1nf (4.3)

とする．非線形最適制御で用いる重み行列は線形最適制
御と同じものを用いる．安定多様体法を用いて非線形最
適制御問題を解くことで非線形最適入力を算出する制御
器を求める [8]．今回のシミュレーションで用いる制御器
は，80 [deg/s]から−80 [deg/s]の領域において角速度の
安定化ができるものであり，式 (3.11)にある近似回数 kを
k = 5，任意パラメータ ξを ξ = 0.25，ξの個数（シュー
ティング線の数）を 7838として生成した．Hamiltonian

の値は 0に近いほど精度が良いとされ，今回の条件では
2.2274 × 10−7 ≦ Hamiltonian ≦ 6.0770 × 10−4 である．
また，安定多様体法アルゴリズムの計算結果を用いて求
められる最適制御入力は状態変数を用いた多項式で近似
され，本研究では各状態変数について最大 5次元の多項
式近似を行う．初期値を ω0 = [80, 80, 10][deg/s]として，
求めた最適フィードバックゲインと非線形最適入力を算
出する制御器に関して角速度 ωの安定化シミュレーショ
ンを行う．シミュレーションはMATLABを用いて行う．
シミュレーションの結果，非線形最適制御の方が評価関
数が 7割ほど優れている事がわかった．
4.2 クアッドロータの飛行制御
続いて，クアッドロータの飛行シミュレーションを行
う．フライトシミュレータの roll角制御部と pitch角制
御部にあたる姿勢角制御部の構造を図 4に示す．このシ
ミュレータの姿勢角制御は PI制御と安定化制御を組み合
わせている．この安定化制御部分に求めた最適フィード
バックゲインと非線形最適入力を算出する制御器を適用
させる．roll角に関して，初期値は 0 [deg]，目標値はシ
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図 4 姿勢角制御の構造

ミュレーション開始から 5秒で 10 [deg]，シミュレーショ
ン開始から 25秒で 0 [deg]とする．pitch角に関しては，
初期値は 0 [deg]，目標値はシミュレーション開始から 15

秒で 10 [deg]，シミュレーション開始から 35秒で 0 [deg]

とする．角速度 (R)の目標値は常に 0 [deg/s]とする．
クアッドロータの飛行シミュレーション結果として，図

5に roll角の応答，図 6に角速度 P の応答を示す．赤線
は目標値，水色の線は当研究室で使用している安定化制
御のゲインを用いた時の応答，青色の線は線形最適制御
による入力ゲインを用いた時の応答，ピンク色の線は安
定多様体法を用いた非線形最適制御による制御器を用い
た時の応答を示している．



図 5 roll角の応答

図 6 角速度 Pの応答

図 5より，いずれの制御手法でも応答はほぼ同じであ
るが，非線形最適制御を用いた場合は姿勢角を変化させ
た際に発生する振動を最も抑制する事ができた．図 6よ
り，非線形最適制御を用いた場合に最も角速度を抑制で
きている．これにより姿勢角の変化を抑えている．これ
はクアッドロータの操作性向上に繋がる．次に外乱トル
クを与えたシミュレーションの角速度応答を図 7に示す．

図 7 外乱トルクを与えた時の角速度 Pの応答

図 7より，飛行シミュレーションの結果と異なり，外乱
トルクを与えたシミュレーションでは非線形最適制御を
用いた場合が最も大きい角速度応答となった．

5 おわりに
本論文ではクアッドロータの角速度フィードバックを用
いた安定化制御に関して述べた．安定化制御の手法とし
て，線形最適制御と非線形最適制御を用いた．線形最適制
御はRiccati方程式を解くことで最適フィードバックゲイ
ンを求める事ができ，非線形最適制御は坂本登教授らに
よって提案された安定多様体法を用いてHamilton-Jacobi

方程式を解くことで非線形最適入力を求める事ができる．
これらの安定化制御を用いたクアッドロータの飛行シミュ
レーションを行い，安定化制御の性能評価を行なった．本
研究での飛行シミュレーションでは安定多様体法を用い
た非線形最適制御による安定化制御が働いており，姿勢
角の安定化性能の向上が確認できた．しかし，外乱トル
クに対しては飛行シミュレーションの時ほどの性能は確
認できなかった．ゆえに，安定多様体法を用いて制御器
を設計する際にパラメータや重み行列の変更など改善の
余地がある．また，本研究ではシミュレーション上でのみ
性能を評価したが，様々な外的要因が発生する実機実験
での性能評価では今回と異なる結果となる可能性がある．
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