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1 はじめに

Sakamoto–van der Schaft の安定多様体法 [1, 2] は山
下–島の方法 [3]の発展であり，非線形最適制御における
有望な方法である．この方法は様々な現実の非線形シス
テムに適用され，有効であることがわかっている [4, 5, 6]．
安定多様体法 [1, 2, 3]では制御則の計算をHamilton系の
安定多様体の計算に帰着させる．安定多様体の計算では，
Hamilton系の微分方程式を逆時間で解く．この際，望ま
しい終端点までの軌道を生成するような初期点を与える必
要があるが，そのための系統的な方法がOishi–Sakamoto

の射撃法 [7]である．すなわち，初期点に微小な摂動を加
えたときの終端点の変化をHamilton系の線形近似によっ
て求め，これをもとにして終端点が目標点に動くような
初期点の摂動を求める．摂動を与えた初期点に対する終
端点を再び Hamilton系の微分方程式を逆時間で解くこ
とによって求め，求めた終端点を目標点に動かすような
初期点の摂動を再び線形近似によって求める．以上を繰
り返すことで終端点が目標点と一致するような軌道を生
成する．
本研究ではまず，射撃法を改良し，回転型倒立振子の
振り上げ制御則を求めることについて述べる．射撃法に
よって繰り返し軌道を更新することで初期点が原点近傍
から離れてしまうことがある．射撃法では，原点近傍で
安定多様体がRiccati方程式の正定値解を使って十分良く
近似できているという性質を使っているので，初期点が
原点近傍から離れてしまうのは問題である．そこで毎回
の繰り返しにおいて初期点が一定値以上離れたら原点近
傍に初期点を取り直すことについて述べる．
次に，射撃法を拡張し，非線形最適サーボの設計に応
用することを考える．非線形最適サーボに対する安定多
様体法の拡張については Sakamoto–Rehákの研究 [8]で
述べられている．本研究ではこれに，射撃法を適用する
ことを考える．また，具体例として，文献 [9]に基づいて，
天体の周りを周回する主衛星の周りの周期軌道に，従衛
星を追従させることを考え，線形最適制御では達成でき
ないような性能を非線形最適制御によって実現する．

2 安定多様体法

n次元の状態 x(t)とm次元の入力 u(t)を持つ以下の
非線形の制御対象を考える：

ẋ(t) = f(x(t)) +G(x(t))u(t). (1)

ただし，f(x)とG(x)はそれぞれn次元のベクトルとn行
m列の行列を値とする滑らかな関数であるとし，f(0) = 0

とする．このとき，Qを n次の半正定値行列，Rをm次
の正定値行列として評価関数を以下のように定める：∫ ∞

0

x(t)TQx(t) + u(t)TRu(t) dt. (2)

この評価関数 (2)を最小化するような入力，すなわち，最適
入力u(t)を得ることを考える．安定多様体法 [1, 2, 3]はこ
の問題を数値的に解くための方法である．以下のHamilton

関数を考える：

H(x,p) = pTf(x)− 1

4
pTG(x)R−1G(x)Tp+ xTQx.

(3)

ここで，pは随伴変数と呼ばれる．Hamilton関数 (3)に
対する Hamilton系を考える：

ẋ(t) =
∂H

∂p
(x(t),p(t)), (4)

ṗ(t) = −∂H

∂x
(x(t),p(t)). (5)

式 (4)，(5)の解軌道 (x(t),p(t))のうち t → ∞で，x(t) →
0,p(t) → 0 となるようなものを集めてできる (x,p) の
空間中の多様体を安定多様体という．安定多様体が関数
p(x)によって {(x,p)|p = p(x)}のように書けるとき，最
適入力 u(t)は以下のように求められる：

u(t) = −1

2
R−1G(x(t))Tp(x(t)). (6)

非線形の制御対象 (1)を x = 0の周りで線形化したもの
を以下のように表す：

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t). (7)

評価関数 (2)の Q,Rと線形システム (7)の A,B を用い
て Riccati方程式

PA+ATP − PBR−1BTP +Q = O (8)

を考え，正定値解 P を求める（(A,B)が可制御で (Q,A)

が可観測であれば正定値解 P がただ 1つ存在する．）．こ
のとき，平面 p = 2Pxは原点 (x,p) = (0,0)で安定多様
体に接することが知られている．
安定多様体法 [1, 2, 3]では安定多様体上の原点近傍に
初期点 (x0,p0)を複数選び，これに対する Hamilton系
(4)，(5)の軌道をRunge–Kutta法を用いて逆時間で計算
し，得られた軌道を補間して関数 p(x)を求める．
この方法の問題点は初期点を選択するのに試行錯誤を
しなければならないということである．つまり，望まし
い終端点を通る軌道を生成するための初期点の選択は簡
単ではない．そこで次章では，射撃法を用いることで初
期点を系統的に求めることについて述べる．

3 射撃法

射撃法とは，軌道が望ましい終端点を通るような適切な
初期点を与えるための系統的な方法のひとつである [7]．ま
ず，安定多様体上の原点近傍における初期点はRiccati方



程式 (8)の正定値解 P を用いて，(x0,p0) = (x0, 2Px0)

と近似できることに注意する．初期点 (x0, 2Px0) から
Runge–Kutta法を用いて Hamilton系 (4)，(5)を逆時間
で計算し，得られる軌道の終端点を (xf ,pf)とする．こ
の軌道を更新して終端点の x成分が目標点 x∗ に一致す
るようにすることを考える．そのために，まず，初期点
に (∆x0,∆p0)だけ摂動を加えることを考える．そして，
軌道上の各点に生じる摂動を求め，終端点の摂動の x成
分が x∗ − xf になるように初期点の摂動 (∆x0,∆p0)を
定めればよい．その際に加える摂動は微小であるため，
∆p0 = 2P∆x0 と近似できる．加える摂動の動特性は以
下のように書ける：

d

dt

[
∆x

∆p

]
=

[
∂2H
∂p∂x (x,p)

∂2H
∂p2 (x,p)

−∂2H
∂x2 (x,p) − ∂2H

∂x∂p (x,p)

][
∆x

∆p

]
. (9)

H(x,p)は Hamilton関数 (3)である．これは，線形の微
分方程式であり，終端点の摂動 (∆xf ,∆pf)を初期点の摂
動∆x0 を用いて以下のように表すことができる：[

∆xf

∆pf

]
=

[
U

V

]
∆x0.

U, V は上記の微分方程式 (9) を ∆x の初期値を
[1 0 0 · · · 0]T, [0 1 0 · · · 0]T, · · · , [0 0 0 · · · 1]T

とし，∆pの初期値を 2P∆xとして解いて得られる行列
である．行列 U を用いて x∗ −xf = U∆x0となるような
∆x0 を求める．このようにして求めた ∆x0 を用いて初
期点を (x0 +∆x0, 2P (x0 +∆x0))と更新し，Hamilton

系 (4)，(5)を逆時間で計算すればその終端点は目標点に
十分近づく．もし，終端点と目標点が十分近くなければ
更新された軌道の初期点に再び摂動を加えて，繰り返し
初期点を更新する．

4 射撃法の改良と回転型倒立振子の制御

4.1 射撃法の改良

前章で述べた射撃法で，繰り返し初期点に摂動を加え
ることで初期点が原点から離れてしまうことがある．そ
こで本章では，初期点が原点から一定値以上離れた場合，
初期点を取り直す方法について述べる [10]．まず，十分小
さい正の数 εを指定する．射撃法の過程で得られた初期点
(x0,p0)に対し，ε < ∥x0∥のとき，線形化したシステム
に対する最適制御を用いて初期点を原点近傍へと移動さ
せる．具体的には，原点近傍の安定多様体上では Riccati

方程式 (8)の正定値解 P を用いて p = 2Pxと近似でき
ることを用いてHamilton系の xに関する微分方程式 (4)

を以下のように書く：

ẋ(t) = f(x(t))−G(x(t))R−1G(x(t))TPx(t). (10)

これは線形化システム (7)に対する最適制御則を元の非
線形システム (1)に適用することに相当する．したがっ
て，xが原点に十分近ければ式 (10)を順時間で計算した
とき，原点に収束するはずである．
改良した射撃法を回転型倒立振子の振り上げ制御に適
用し，さらに複数回振動の振り上げについても述べる．

4.2 回転型倒立振子の制御

回転型倒立振子に改良した射撃法を用いて振り上げ
軌道を求める [11]．今回用いるモデルは Quanser 社の
Qube-Servo2である．アームの質量 mr = 0.095 kg，振
子の質量 mp = 0.024 kg，アームの長さ Lr = 0.085m，
振子の長さ Lp = 0.129m，アームの慣性モーメント
Jr = 1

12mrL
2
r kg ·m2，振子の慣性モーメント Jp =

1
12mpL

2
p kg ·m2，モータの抵抗 Rm = 8.4Ω，トルク定

数KT = 0.042N ·m/A，重力加速度 g = 9.81m/s2 であ
る．状態変数はモータに取り付けられたアームの角度ϕと
アームに取り付けられた振子の角度 θ，そしてそれらの時
間微分である角速度 ϕ̇, θ̇を用いて x = [ϕ θ ϕ̇ θ̇]Tとす
る．ただし，角度は θ = 0, ϕ = 0が振子委が倒立した状態
を表すように測るものとする．パラメータ J,K,L,M,N

を以下のように置く：

J = Jr +mpL
2
r +

1

4
mpL

2
p sin

2 θ,

K = −1

2
mpLpLr cos θ,

L = Jp +
1

4
mpL

2
p,

M = −1

2
(Lpϕ̇ cos θ + Lrθ̇)mpLpθ̇ sin θ,

N =
1

4
(Lpϕ̇

2 cos θ + 2g)mpLp sin θ.

上記のパラメータを用いて回転型倒立振子のモデルを式
(1)の形で表すと以下のようになる：

f(x) =


ϕ̇

θ̇[
J K

K L

]−1 [
M − K2

T

Rm
ϕ̇

N

]
 , (11)

G(x) =


0

0[
J K

K L

]−1 [
KT

Rm

0

]
 . (12)

評価関数 (2)の行列Q,RをQ = diag(5, 0, 0, 0), R = 1と
する.ここで，式 (11)，(12)を線形近似して式 (7)の形に
したとき，(Q,A)は可観測であることに注意する．
改良した射撃法を用いて倒立振子の振り上げ軌道を求
める．最初の軌道の初期点を x0 = [5.0× 10−10 − 1.0×
10−10 5.0×−10−10 1.0×10−10]Tとし，目標点を振子が
吊り下がった状態である x∗ = [0 π 0 0]Tとして数値実
験を行った結果を図 1に示す．今回は ε = 0.02とした．89
回の軌道の更新ののち，終端点が目標点に十分近い赤色
の軌道を得た．軌道の初期点x0のノルムは ∥x0∥ = 0.013

であり，原点に十分近い．このことから，改良した射撃
法が有効であることがわかる．
これまで，1回で振り上げる軌道のみを考えてきたが，
複数回振って振り上げる軌道を考えることも可能である
[11]．図 2に 1回から 9回まで振って振り上げる軌道を示
す．そして，これらの軌道に対する評価関数 (2)の値 Jn



を以下にまとめる．J の添字 nは n回振ることを表す：

J1 = 13.406, J2 = 4.6288, J3 = 2.8040,

J4 = 2.1791, J5 = 1.9012, J6 = 1.7629,

J7 = 1.6939, J8 = 1.6605, J9 = 1.6451.

多数回振った方が評価関数 (2)の値が小さくなっている
ことがわかる．これは多数回振った方が最適入力 (6)を
小さくできるためであると考えられる．
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図 1 回転型倒立振子の振り上げ軌道．左図：振子の軌道，
右図：アームの軌道
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図 2 複数回振って振り上げる場合の振子の軌道

5 非線形最適サーボのための射撃法

5.1 安定多様体法の拡張

本章では，非線形最適サーボのための安定多様体法と
射撃法の適用について述べる [12]．
非線形の制御対象 (1)を考える．目標軌道 xr(t)は線形
システム ẋr(t) = Sxr(t)の解で周期 T の周期関数である
とし，同じく周期 T の周期関数である目標入力 ur(t)と
ともに，ẋr(t) = f(xr(t)) +G(xr(t))ur(t)を満たすとす
る．本章の目的は極限 t → ∞で x(t) − xr(t) → 0とな
るような制御則を求めることである．特に，状態の偏差
x̃(t) = x(t)− xr(t)と入力の偏差 ũ(t) = u(t)− ur(t)を
用いて以下の評価関数を最小化する入力 ũ(t)を得ること
を考える：∫ ∞

0

x̃(t)TQx̃(t) + ũ(t)TRũ(t) dt. (13)

ただし，Qは n次，Rはm次の正定値行列である．この
問題は Sakamoto–Rehák[8]が示すように，Hamilton系
の中心安定多様体の計算に帰着できるが，射撃法を適用
するため多様体の計算を次のように解釈する．
まず，状態の偏差 x̃(t) = x(t) − xr(t)に関して以下を
得る：

˙̃x = ẋ− ẋr

= (f(x) +G(x)u)− (f(xr) +G(xr)ur) . (14)

式 (14)に x(t) = x̃(t) + xr(t),u(t) = ũ(t) + ur(t)を代
入して，以下のように式を書き換える：

˙̃x(t) = f̃ (x̃(t), t) + G̃(x̃(t), t)ũ(t). (15)

ここで，f̃(0, t) = 0であるので，x̃ = 0, ũ = 0のとき，
˙̃x = 0となる．関数 xrと urが周期 T の周期関数である
ので，システム (15)も周期 T の周期システムであること
に注意する．以下の Hamilton関数を考える：

H(x̃, p̃, t)

= p̃Tf̃(x̃, t)− 1

4
p̃TG̃(x̃, t)R−1G̃(x̃, t)Tp̃+ x̃TQx̃.

(16)

Hamilton関数 (16)に対する Hamilton系を考える：

˙̃x(t) =
∂H

∂p̃
(x̃(t), p̃(t), t) , (17)

˙̃p(t) = −∂H

∂x̃
(x̃(t), p̃(t), t) . (18)

式 (17)，(18) の解 {(x̃(t), p̃(t), t)} のうち t → ∞ で
x̃(t) → 0, p̃(t) → 0 となるようなものを集めてできる
(x̃, p̃, t) の空間中の多様体を考える．この多様体が関数
p̃(x̃, t)によって {(x̃, p̃, t)|p̃ = p̃(x̃, t)}のように書けると
き，ũ(t)は以下のように求められる：

ũ(t) = −1

2
R−1G̃(x̃(t), t)Tp̃ (x̃(t), t) .

2章と同様に，原点近傍に初期点 (x̃0, p̃0, 0)を複数選び，
これに対する Hamilton 系 (17)，(18) の軌道を Runge–

Kutta法を用いて逆時間で計算し，得られた軌道を補間
して関数 p̃(x, t)を求める．また，原点近傍では多様体上
の点を，線形化システムに対する Riccati微分方程式の
周期解 P (t)を用いて p̃ = 2P (0)x̃と近似できる．周期解
P (t)の求め方については文献 [13]に従う．そして，3章
で述べた射撃法を用いて，終端点が目標点に十分近くな
るような初期点を系統的に求める．

5.2 宇宙機の追従制御

地球の質量中心を中心とした円軌道上に主衛星があり，
その主衛星を周回するように従衛星を制御する．地球の
質量中心から見た主衛星の位置ベクトルをR0，主衛星か
ら見た従衛星の位置ベクトルを rとし，地球の質量中心
から見た従衛星の位置ベクトルを R = R0 + r と書く．
ここで，R0 = ∥R0∥，R = ∥R∥，uを宇宙機の制御加速
度，万有引力定数Gと地球の質量M の積を µ = GM と
する．ベクトル rを成分表示するため，主衛星の質量中
心を原点とし，(x, y, z)の座標をとる．ただし，x軸は主
衛星の軌道の動径方向，y軸は主衛星の飛行方向，z軸は
面外方向を向き，右手系になるよう決定する．ここでは，
xy平面上に周期軌道を設定し，これに従衛星を追従させ
る制御を考えるので，常に z = 0であるものとする．x, y

が従う微分方程式は，R =
√

(R0 + x)2 + y2，公転角速
度 n =

√
µ/R3

0 を用いて，式 (1)の形で表すと以下のよ



うになる：

f(x) =


ẋ

ẏ

2nẏ + n2(R0 + x)− µ(R0+x)
[(R0+x)2+y2]3/2

−2nẋ+ n2y − µy
[(R0+x)2+y2]3/2

 ,

G(x) =


0 0

0 0

1 0

0 1

 .

ただし，入力は u = [ux uy]
Tであり，ux, uyは x軸およ

び y軸方向の入力である．目標軌道 xr = [xr yr ẋr ẏr]
T

は以下のように与える：

xr(t) =


xr(t)

yr(t)

ẋr(t)

ẏr(t)

 =


A0 cosωt

−A0 sinωt

−ωA0 sinωt

−ωA0 cosωt

 .

目標入力 ur は ẋr(t) = f (xr(t)) + G(xr(t))ur(t) が成
り立つように定める．状態変数 xと目標軌道 xr との偏
差 x̃，および入力 uと目標入力 ur との偏差 ũを，x̃ =

[x̃ ỹ ˙̃x ˙̃y]T, ũ = [ũx ũy]
Tとして式 (15)の形に書き換え，

時刻 t = −NT で x̃(−NT ) = x̃∗から出発して，t → ∞で
x̃(t) → 0となる軌道を求める．ただし，N は正の整数で
ある．ここでは，R0 = 12000 km，µ = 398601 km3/s2，
A0 = R0/10 km，ω = 1.0 × 10−3 rad/s，N = 4 とす
る．また，評価関数 (13)の行列 Q,Rは Q = I4×4, R =

1011 × I2×2とする．従衛星を主衛星と同じ位置から出発
するようにするため，目標点は x̃∗ = 0 − xr(−NT ) =

−[A0 0 0 −ωA0]
Tとする．一方，原点近くの初期点は

x̃0 = [1.0×10−15 1.0×10−15 1.0×10−15 −1.0×10−15]T

とする．数値実験を行なった結果を図 3に示す．4回の軌
道の更新ののち，終端点が目標点に十分近い赤色の軌道
を得た．また，初期点 x̃0 のノルム ∥x̃0∥ = 1.22× 10−11

であった．
偏差ではなく，もとの座標 x(t)と y(t)の時間変化を示
したものが図 4である．比較のため線形化システムに対
する最適制御を適用したときの座標の変化も示した．こ
の結果から，線形最適制御では目標軌道に追従できない
が，非線形最適制御では追従できていることがわかる．
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図 3 射撃法適用前および適用後の偏差の軌道．左図：動
径方向の偏差の軌道，右図：飛行方向の偏差の軌道

6 おわりに

非線形最適制御のための射撃法を回転型倒立振子に適
用した [11]．これによって，1回から 9回まで振ってから
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図 4 従衛星の座標の時間変化．左図：動径方向の座標，
右図：飛行方向の座標

振り上げる軌道を生成することができた．また，周期的
な目標軌道へ追従させる制御則を得るために射撃法を拡
張した [12]．具体例として，宇宙機の軌道追従制御を考
え，線形制御よりも優れた制御性能を実現した．
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