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1 はじめに

スパース制御（または hands-off control）が省エネル
ギーに役立つものとして研究が進められている [1, 2, 3, 4,

5]．スパースとは零の要素が多いことを意味し，入力が
スパースとは制御を行う時間全体に対し入力値が零をと
る時間が長いことを意味する．スパースな入力によりア
クチュエータの動作が不要な区間ができ，電力や燃料等
の消費を削減できるため green controlとも呼ばれる [2]．
基本的なスパース制御は一度だけ最適化問題を解いて
入力の時系列を得，これを印加する開ループ制御（以下，
バッチ制御）である [2, 3]．しかし実システムでは外乱が
入ることが予想され，開ループ制御はこれに対処できな
い．スパース制御を閉ループ系で行うため，スパース制
御をモデル予測制御 [6]（以下，MPC）の形式で実行する
ことを考える [4, 5]．本稿ではMPC方式によるスパース
制御に対し，2つの提案を行う．
1つ目の提案は，時間的に後の入力ほど重たくなるよう
な，時刻ペナルティを導入した目的関数を使うことであ
る [7]．これによりMPC方式を用いた場合でもバッチ制
御と同様の入力が生成されるようになる．
2つ目の提案は，制御実行時の計算負荷を抑えるため，
事前にオフラインで最適解を計算する方法 [8]をスパース
最適制御に適用することである [7, 9]．文献 [8]の方法は
組込み系や高速な応答が求められる制御対象に有効であ
る．スパース最適制御は入力のとる値が基本的に 0, ±1

の 3値なので，あらかじめ入力に対応する 3つの集合を
求めておけばよい．実行時は各時刻で状態がどの集合に
属すかを調べ，これに基づいて入力を決定する．3つの集
合を正しく表現できれば，各時刻で入力を適切に選択す
る制御器を得られる．しかし各集合は一般に凸ではなく，
表現に工夫を要する．
本稿では次の表記を用いる．実ベクトル ud =[
ud[0] ud[1] · · · ud[N − 1]

]T ∈ RN に対し，ℓ1 ノ
ルムを ∥ud∥1 ≜

∑N−1
k=0 |ud[k]|と定義する．さらに ℓ∞ノ

ルムを ∥ud∥∞ ≜ max
k=0,1,...,N−1

|ud[k]|と定義する．

2 スパース最適制御と数値最適化

次の微分方程式で表される線形システムについて考える：

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t), t ∈ [0, T ], x(0) = ξ. (1)

ただし状態を x(t) ∈ Rd，入力を u(t) ∈ R とし，A ∈
Rd×d，b ∈ Rdとする．また (A, b)は可到達であり，Aは
正則と仮定する．
このとき L1 最適制御は，ほとんどすべての t ∈ [0, T ]

で 0もしくは ±1の値だけをとる．しかし実際は数値計
算を効率的に行うため，時間軸の離散化を行い ℓ1最適化
問題を解いて最適制御を求めることが多い．連続時間シ
ステムにおける L0最適制御と L1最適制御の関係性は文

献 [1, 10]，時間離散化による ℓ1最適化問題への帰着は文
献 [2, 3, 10]を参照されたい．
時間区間を時間幅 hでN 個に分割し，

[0, T ] = [0, h) ∪ [h, 2h) ∪ · · · ∪ [Nh− h, Nh] (2)

とすると，線形システム (1)は次の差分方程式で記述さ
れる：

xd[k + 1] = Adxd[k] + bdud[k], k = 0, 1, ... , N − 1,

xd[0] = ξ.

(3)

ただし時間離散化された状態 xd[k]，入力 ud[k]は

xd[k] ≜ x(kh), ud[k] ≜ u(kh) (4)

とおく．また

Ad ≜ eAh, bd ≜
∫ h

0

eAtbdt (5)

である．ここで，(Ad, bd)は可到達と仮定する．
このとき，次の ℓ1 最適化問題を考える：

minimize
ud∈RN

∥ud∥1

subject to ∥ud∥∞ ≤ 1,

AN
d ξ + Φud = 0.

(6)

ただし

Φ ≜
[
AN−1

d bd AN−2
d bd · · · Adbd bd

]
(7)

と定義する．問題 (6)を解いて得られる入力の時系列ud =[
ud[0] ud[1] · · · ud[N−1]

]T
は時刻 k = 0, 1, ... , N−1

で |ud[k]| ≤ 1を満たしつつ，状態 xd[k]を xd[0] = ξか
ら N ステップで原点，すなわち xd[N ] = 0に遷移させ
る入力のうち，スパースな（零の要素が多い）ものであ
る．問題 (6)は cvx等のソフトウェア [11]を使うことで
簡単かつ効率的に解くことができる．

3 時刻ペナルティを用いたモデル予測制御

文献 [2, 3]では問題 (6)を解いて入力の時系列を得，そ
のまま適用するという開ループのスパース制御を考えて
いる．しかし実システムでの運用を考えると外乱の影響
を考慮することが求められ，スパース制御を閉ループで
実行する必要がある．そのため，スパース制御をMPC方
式で行うことを考える．ここで問題なのはバッチ制御の入
力と，MPCの入力が一致するとは限らないことである．
バッチ制御では，ℓ1 最適化で得た入力の時系列

u
(0)
d =

[
u
(0)
d [0] u

(0)
d [1] · · · u

(0)
d [N − 1]

]T
(8)



を各時刻 k = 0, 1, ... , N − 1で印加する．
一方，MPCはまず時刻 k = 0でu

(0)
d の最初の値 u

(0)
d [0]

のみを印加する．次の時刻 k = 1では状態 xd[1]を観測
し，これを ξ と置き換えて問題 (6)を解き，得られた入
力の時系列

u
(1)
d =

[
u
(1)
d [1] u

(1)
d [2] · · · u

(1)
d [N ]

]T
(9)

の最初の値 u
(1)
d [1] を印加する．このように MPC では，

時刻 kで最適化問題を解き，得られた時系列 u
(k)
d の最初

の値 u
(k)
d [k]の印加を繰り返す．

u
(0)
d は時刻N で xd[N ] = 0を導く入力であり，u

(1)
d は

時刻N + 1で xd[N + 1] = 0を導く入力であるから，基
本的にMPCの方が制御が完了する時刻が遅れる．また
u
(0)
d [1] = u

(1)
d [1]となる保証はない．つまり，バッチ制御

とMPCの入力は基本的に異なることがわかる．
そこで早い時刻での制御を奨励するために，問題 (6)を
次のように変形する：

minimize
ud∈RN

N−1∑
k=0

|ud[k]|αk

subject to ∥ud∥∞ ≤ 1,

AN
d ξ + Φud = 0.

(10)

ただし，α > 1であり，αk は時刻が進むに伴い指数関数
的に大きくなる．αkを時刻ペナルティと呼ぶことにする．
時刻ペナルティの意味は遅い時刻での入力を重たく評価
することで早い時刻の制御を奨励することである．
例として，次の制御対象を考える：

ẋ(t) =

[
0 1

1 0

]
x(t) +

[
0

1

]
u(t). (11)

h = 0.001およびN = 2000として差分方程式 (3)を考え，
問題 (10)を解く．x(0) =

[
1 − 1

]T
の場合のバッチ制御

とMPCの入力を図 1に示す．なお α = 1.0015とした．
この結果からバッチ制御と MPCの入力が一致するこ
とがわかる．なお α = 1のときは一致しない．提案法は
外乱がなければバッチ制御に一致し，外乱があればこれ
に対処できる．以上から提案法が有効であると言える．
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図 1 入力：MPCの場合 (実線)とバッチ制御の場合（点線）

4 事前計算を用いたモデル予測制御

4.1 動機

MPCを行う際，各時刻にオンラインで最適化を行う方
法では実装が困難なケースが考えられる．例えば組込み
系や，高速な応答が求められる制御対象の場合である．

そこで本節では，Bemporadらの方法 [8]に基づいてス
パース最適制御を行う．この方法では，事前にオフライ
ンで状態に対する最適な入力の系列を計算しておく．特
に入力の系列の最初の値に基づいて，状態空間を分割す
ることを考える．分割により得られる集合がどのような
集合になるのかということも興味の対象である．

4.2 手順

この方法の手順について説明する．まず，時間幅 hお
よびホライズンN を設定して様々な初期状態 ξについて
問題 (6)を解き，最適な入力の系列 udを求める．このと
き実行可能となる初期状態 ξの集合は，N ステップで原
点に到達できる初期状態の集合，すなわち可到達集合で
ある．ここでは可到達集合をRと記述する．また初期状
態 ξに対し ℓ1最適化問題 (6)を解いて得られた入力の系
列 udのうち，最初の値 ud[0]を u0(ξ)と書く．スパース
最適制御では基本的に入力は 0, ±1の 3値であり，u0(ξ)

の値も基本的に 0, ±1の 3値である．厳密には 0, ±1以
外の値もとり得るが，ここでは入力の値を丸めて考える．
ここで，可到達集合 Rは u0(ξ)のとる値に基づいて 3

つの集合 R−, R0, R+ に分けることができる．ここで
u0(ξ) = −1となる初期状態 ξの集合をR−とし，同様に
R0，R+を定める．ホライズンN が大きいとき，各集合
は一般に多面体ではなく，凸でもない．このため，集合
を表現するのに工夫を要する．
4.3節では集合R−, R0, R+ をそれぞれ近似して P−,

P0, P+ を得る方法を述べる．制御実行時はこれらの近
似集合に基づいて入力を得る．システム (3)において時
刻 kの入力を

ud[k] =


−1 if xd[k] ∈ P−,

0 if xd[k] ∈ P0,

1 if xd[k] ∈ P+

(12)

のように決定する．高い精度の近似ができれば，各時刻
で適切な入力を与える制御器が得られる．

4.3 集合の近似

集合 P−, P0, P+ による近似的表現は Dabbene–

Henrion の方法 [12] とサポートベクターマシン [13](以
下，SVM)の併用により行う．Dabbene–Henrionの方法
によってP0 を求め，SVMを用いてP−, P+ を分類する
ための関数 f(x)を得る．
Dabbene–Henrionの方法は集合を近似的に表現する多
項式を求める方法であり，非凸な集合に対しても有効であ
る．ここでは状態を原点に遷移させることを目的として
いるため，原点付近で近似精度が高いことが重要である．
文献 [7]では状態空間中の点の座標 x =

[
x1 x2

]T
を極座

標 xp =
[
r θ

]T
に変換し，その上で Dabbene–Henrion

の方法を適用した．これにより原点付近の近似精度が高
い近似集合を求めた．
極座標 xp =

[
r θ

]T
を用いる場合において，R0 を近

似して P0 を求める方法を記述する．r と θ の単項式を
並べたベクトル π(xp)

T =
[
1 r θ rθ r2θ · · ·

]
に



基づく多項式 π(xp)
Tpを考える．ここでの目的は，集合

P0 = {xp |π(xp)
Tp ≥ 1}が R0 を含み，かつその面積

ができるだけ小さくなるようにすることである．そのた
めに集合R0を含むような箱型の集合B = [rmin, rmax]×
[θmin, θmax]をとり，Bの中に点 x

(j)
p = (r(j), θ(j)) (ただ

し，j = 1, 2, ...,M であり，M は十分大きい）を与える．
このとき，次の問題を考える：

minimize
p

∫ θmax

θmin

∫ rmax

rmin

π(xp)
Tp drdθ

subject to π(x(j)
p )Tp ≥ 1 if x(j)

p ∈ R0,

π(x(j)
p )Tp ≥ 0 otherwise.

(13)

問題 (13) の目的関数は，積分の際に Jacobian r を使
わないことに注意する．これによって原点付近が強調
され，原点付近の近似精度が高い近似集合が得られる．
この問題 (13) を解いて，集合 R0 の近似集合 P0 =

{xp |π(xp)
Tp ≥ 1}が得られる．

ここで問題となるのは状態の次元数が増加し，特に 4

次元以上になると極座標によるアプローチが困難になる
ことである．そこで次元数に関わらず適用可能な座標変
換を考える．
簡単のため，状態が 2次元の場合を説明する．文献 [7]

のように極座標を用いず，原点から状態空間中の点 xに
対する角度情報を与える必要がある．そこで，図 2の赤
点 xを単位円に射影した青点の座標 (x̄1, x̄2)を使い，角
度 θの代わりとして用いる．このとき状態空間中の座標
を x̄ =

[
r x̄1 x̄2

]T
で表現する．

状態空間中の点 xが r，x̄1，x̄2を用いて表されている
とき，R0をP0で近似する方法を説明する．図 2の緑点
は赤点を直線 x1 = 1に射影したもので，この x2 座標を
X2と書く．このとき r，x̄1，x̄2の単項式を並べて得られ
るベクトル π(x̄)T =

[
1 r x̄1 x̄2 · · ·

]
に基づく多項式

π(x̄)Tpを考える．x̄1，x̄2 について，X2 を使うことで

x̄1 =
1√

1 +X2
2

,　x̄2 =
X2√
1 +X2

2

(14)

と表わせる．また，

dθ =
1

1 +X2
2

dX2 (15)

である．さらに θの積分範囲 [θmin, θmax]に対応するX2

の範囲は [−∞, ∞]である．問題 (13)の場合と同様にR0

を含むような箱型集合 B をとり，B の中に点 x̄(j) =

(r(j), x̄
(j)
1 , x̄

(j)
2 ) (ただし，j = 1, 2, ...,M であり，M は

十分大きい）を与える．問題 (13)について式 (14), (15)

を用いて変換することで，解くべき問題は次のようになる：

minimize
p

∫ ∞

−∞

∫ rmax

rmin

π(x̄)Tp

1 +X2
2

drdX2

subject to π(x̄(j))Tp ≥ 1 if x̄(j) ∈ R0,

π(x̄(j))Tp ≥ 0 otherwise.

(16)

問題 (16)を解いて，P0 = {x̄ |π(x̄)Tp ≥ 1}が得られる．

図 2で示した座標変換の考え方は，状態の次元数が変
わったとしても単位球 r = 1 に射影した座標，超平面
x1 = 1に射影した座標を考えればよい．そのため，次元
数に関わらず適用できる．
例として状態が 3次元の場合を考える．状態空間中の座
標を原点からの距離 rと単位球 r = 1に射影した点の座標
(x̄1, x̄2, x̄3)を使って x̄ =

[
r x̄1 x̄2 x̄3

]T
のように表現す

る．このとき，ベクトル π(x̄)T =
[
1 r x̄1 x̄2 x̄3 · · ·

]
に基づく多項式 π(x̄)Tpを考える．3次元の場合，P0は
次の問題を解くことで得られる：

minimize
p ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ rmax

rmin

π(x̄)Tp

(1 +X2
2 +X2

3 )
3
2

drdX2dX3

subject to

π(x̄(j))Tp ≥ 1 if x̄(j) ∈ R0,

π(x̄(j))Tp ≥ 0 otherwise.

(17)

ただしX2, X3は初めの点xを超平面x1 = 1に射影した点
の座標である．問題 (17)を解いて，P0 = {x̄ |π(x̄)Tp ≥
1}が得られる．
P−, P+ はこれらを分類する関数 f(x)を SVMにより
導出することで得る．このとき f(x) = 0が P−, P+ の
境界となる．P−, P+ は次のように定める：

P− = {x |x ∈ Rかつ x /∈ P0かつ f(x) < 0}, (18)

P+ = {x |x ∈ Rかつ x /∈ P0かつ f(x) > 0} (19)

図 2 座標変換法：直交座標でとった点（赤点）から単位
円 r = 1への射影（青点）と直線 x1 = 1への射影（緑点）

4.4 数値例

例として，次の制御対象について考える：

ẋ(t) =

 0 1 0

0 0 1

0.5 −1.5 1.5

x(t) +

00
1

u(t), t ∈ [0, T ].

(20)

T = 2と設定する．時間区間 [0, T ]を時間幅 h = 0.001

で N = 2000ステップに分割する．時間離散化された差
分方程式 (3)を考え，様々な初期状態 ξに対する ℓ1最適



化問題 (6)を解くことで，可到達集合Rを求める．Rと
それを分割したR−, R0, R+に属する初期状態 ξの点を
図 3の左図に示す．R− とR+ は原点に対して点対称で
ある．さらにR0 はR− とR+ の間に挟まれるように存
在する．R0 に属す点のみを図 3の右図に示す．
4.3節に記述した方法でP−, P0, P+を求める．まず問
題（17）を考え，R0の点に基づいてP0を得る．得られ
た P0を図 4に示す．さらに SVMにより関数 f(x)を導
出することで，P− と P+ を定める．
得られた P−, P0, P+ に基づいて制御器を設計し，数
値実験を行う．初期状態を x(0) =

[
0.4 − 0.4 0.2

]T
と

設定する．入力，状態の推移を図 5，図 6に示す．MPC

の場合とバッチ制御で一度だけ ℓ1最適化した場合を比較
すると，ほぼ同じ入力と状態の推移が得られることがわ
かる．開ループ方式は外乱に対処できないが，MPCの方
式で行った提案法はこれに対処した入力を生成できるた
め，提案法が有効だと言える．

図 3 Rに属す点：R−（青点），R0（緑点），R+（黄点）

図 4 R0 の近似集合 P0
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図 5 入力：提案法の場合（実線）と従来法の場合（点線）

5 おわりに

本稿ではモデル予測制御方式によるスパース制御につ
いて 2つの提案を行った．1つ目は MPCとバッチ制御
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図 6 状態の 2ノルム：提案法の場合（実線）と従来法の
場合（点線）

で同じ入力を生成するため，目的関数に時刻ペナルティ
を導入したことである．2つ目は事前計算を用いる方法
[8]によるスパース制御を提案し，実装法を与えたことで
ある．
今後の課題は 2つ目の提案に対し，離散値制御 [14]に
も適用し得るよう方法を拡張することである．
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