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1 はじめに

本研究では分散の不均一性を仮定した正規標本モデル
においてすべての平均相違の閉検定手順を提案し, その手
順による検定がGames-Howell法 [1]よりも検出力が高い
ことを計算機シミュレーションによって示す.

2 Games-Howell法

Games-Howell法は k群の多重比較法において異なる 2

群の平均が等しい帰無仮説と異なる 2群の平均が異なる
対立仮説に対する水準αの検定をシングルステップの多
重比較検定をすることができる. 詳しくは文献 [2], [3]な
どを参照されたい.
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とおく.分布関数を
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Γ(a)はガンマ関数である. ガウス記号 [ ]を使って自由度
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とする. はじめに与えられた定数 α (0 < α < 1)に対して
TA(t|ℓ, ν) = 1− αを満たす tの解を ta(ℓ, ν;α)とする.

U ≡ {(i, i′)| 1 ≤ i < i′ ≤ k}, Θ0 ≡ {µ| 1 つ以上
の帰無仮説 H(i,i′)が真 }, µ0 ∈ Θ0 とする. この µ0 ≡
(µ01, · · · , µ0k)を与えたとき, 任意の (i, i′) ∈ A ⊂ U に対
して帰無仮説H(i,i′) が真 (µ0i = µoi′)で, 任意の (i, i′) ∈
Ac ∩U に対して帰無仮説H(i,i′)が偽 (µ0i ̸= µ0i′)となる
ように A(̸=Ø)を決める. µ ≡ (µ1, · · · , µk)に対して

Bii′(µ) ≡ {|Tii′(µ)| > ta(k, ν̂ii′ ;α)},
Bii′ ≡ {|Tii′ | > ta(k, ν̂ii′ ;α)}

とすると, (i, i′) ∈ Aと µ0 に対して
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∪
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が成り立つ.

Θ1 ≡ {µ|(i, i′) ∈ Aに対してµi = µi′ , (i, i′) ∈ Ac ∩
U に対してµi ̸= µi′}, P (·) は確率測度, P0(·) は µ1 =

· · · = µk の下での確率測度, Pµ0(·)は µ = µ0 の下での
確率測度とする. µ0 ∈ Θ1 ⊂ Θ0 が成り立ち,
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が示される. (1)と (2)より, Games-Howell法では
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が成り立つ.

3 閉検定手順

帰無仮説 Hii′ : µi = µi′ vs. 対立仮説 HA
ii′ : µi ̸= µi′

　 (1 ≤ i < i′ ≤ k)に対する閉検定手順を提案し以下に
述べる.



U から帰無仮説のファミリー H ≡
{
Hv|v ∈ U

}
とな

る.さらに ϕ ⊊ V ⊂ U を満たす V に対して,
∧
v∈V

Hv は

k 個の母平均に関していくつかが等しいという仮説とな
る. I1, · · · , IJ (Ij ̸= ϕ, j = 1, · · · , J)を添え字 1, · · · , k
の互いに素な部分集合の組とし同じ Ij (j = 1, · · · , J)
に含まれる添字をもつ母平均は等しいという帰無仮説を
H(I1, · · · , IJ)で表す.このとき, ϕ ⊊ V ⊂ U を満たす任
意の V に対して, ある自然数 J と上記のある I1, · · · , IJ
が存在して ∧

v∈V

Hv = H(I1, · · · , IJ)

が成り立つ. M ≡
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j=1

ℓj , ℓj ≡ #(Ij),とおき, 水準 αの

帰無仮説
∧
v∈V

Hv に対する検定を考えることができる.

α(M, ℓ) ≡ 1− (1−α)ℓ/M とすると P0(ある jと i, i′∈Ij
が存在して |Tii′ | > ta(ℓ, ν̂ii′ ;α(M, ℓj)))の補集合は
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となる. (5)式より

P0(ある j とi, i′∈Ijが存在して
|Tii′ | > ta(ℓ, ν̂ii′ ;α(M, ℓj))) ≲ α (6)

が成り立つ. よって次の閉検定手順は正当である.

(a) J ≥ 2 のとき, ℓ = ℓ1, · · · , ℓJ に対して 1 ≤ j ≤
J となる整数 j と i, i′ ∈ Ij となる i < i′ が存在して
ta(ℓj , ν̂ii′ ;α(M, ℓj)) < |Tii′ |ならば帰無仮説

∧
v∈V

Hvを棄

却する.

(b) J = 1(M = ℓ1)のとき, i, i′ ∈ I1となる i < i′が存在
して ta(M, ν̂ii′ ;α) < |Tii′ |ならば帰無仮説

∧
v∈V

Hv を棄

却する.

(a), (b)の方法で, (i, i′) ∈ V ⊂ U を満たす任意の V に
対して,

∧
v∈V

Hv が棄却されるとき, 多重比較検定として,

H(i,i′) を棄却する.

4 漸近理論

文献 [2]より i = 1, · · · , kに対して ni が大きいとき
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(8) 式より Games-Howell 法での漸近理論が成り立つ.

閉検定手順において j = 1, · · · , J に対して T (Ij) ≡
max

i<i′,i,i′∈Ij
|Tii′ |とすると T (Ij)は互いに独立より,

lim
n→∞

P0(T (Ij) ≤ a(ℓj ;α(M, ℓj)), j = 1, · · · , J)

=
J∏

j=1

{
lim

n→∞
P0(T (Ij) ≤ a(ℓj ;α(M, ℓj)))

}
(9)

≥
J∏

j=1

A(a(ℓj ;α(M, ℓj))|ℓj)

=

J∏
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(1− α(M, ℓj))

= 1− α (10)

となる. (10)式より

lim
n→∞

P0(ある j が存在して, T (Ij) > a(ℓj ;α(M, ℓj)))

= 1− lim
n→∞

P0(T (Ij) ≤ a(ℓj ;α(M, ℓj)), j = 1, · · · , J)

≤ α (11)

が成り立つ. よって次の漸近理論を用いた閉検定手順は
正当である.

(A) J ≥ 2のとき, 1 ≤ j ≤ J となる整数 j と i, i′ ∈ Ij と
なる i < i′ が存在して a(ℓj ;α(M, ℓj)) < T (Ij)ならば帰
無仮説

∧
v∈V

Hv を棄却する.

(B) J = 1(M = ℓ1)のとき, i, i′ ∈ I1 となる i < i′ が存
在して a(M ;α) < T (Ij)ならば帰無仮説

∧
v∈V

Hv を棄却

する.

(A), (B)の方法で, (i, i′) ∈ V ⊂ U を満たす任意の V に
対して,

∧
v∈V

Hv が棄却されるとき, 漸近的な多重比較検

定として, H(i,i′) を棄却する.



5 検出力のシミュレーション

検定プログラムを用いて Games-Howell法と閉検定手
順による多重比較法を比較する. 群の数 k = 5, 有意水準
α = 0.05, 標本サイズ ni = 20 (i = 1, · · · , k)としメルセ
ンヌツイスターとボックスミューラー法を用いて標本モ
デルを作成する. 表 1,2のようにモデルの設定を行う. こ
の標本モデルCase1～7をそれぞれ 100,000回シミュレー
ションした. 結果を表 3,4に示す.

表 1 Case j (j = 1, · · · , 5)のモデル
平均 分散

第 i群 0 1 + (j−1)(i−1)
4

第 1群 0.00 1.00

第 2群 0.00 1 + 0.25j

第 3群 0.00 1 + 0.50j

第 4群 0.00 1 + 0.75j

第 5群 0.00 1 + 1.00j

表 2 Case 6, 7のモデル
Case6 Case7

平均 分散 平均 分散
第 i群 i√

10
1 2i√

10
i

第 1群 0.32 1.00 0.63 1.00

第 2群 0.63 1.00 1.26 2.00

第 3群 0.95 1.00 1.90 3.00

第 4群 1.26 1.00 2.53 4.00

第 5群 1.58 1.00 3.16 5.00

表 3 Case 1, 2のシミュレーション結果
Case名 Case1 Case2

検定法 CTP GH CTP GH

H12 0.0079 0.0068 0.0073 0.0065

H13 0.0078 0.0066 0.0080 0.0069

H14 0.0078 0.0066 0.0082 0.0069

H15 0.0085 0.0070 0.0090 0.0074

H23 0.0079 0.0068 0.0079 0.0067

H24 0.0080 0.0068 0.0083 0.0070

H25 0.0079 0.0069 0.0085 0.0073

H34 0.0078 0.0066 0.0084 0.0071

H35 0.0081 0.0068 0.0088 0.0073

H45 0.0080 0.0068 0.0084 0.0067

P0(U) 0.0507 0.0524 0.0501 0.0513

表 4 Case 3,· · · ,7のシミュレーション結果
Case名 Case3 Case4

検定法 CTP GH CTP GH

H12 0.0075 0.0069 0.0073 0.0068

H13 0.0081 0.0070 0.0083 0.0073

H14 0.0087 0.0073 0.0090 0.0074

H15 0.0084 0.0068 0.0094 0.0074

H23 0.0082 0.0069 0.0083 0.0071

H24 0.0083 0.0069 0.0087 0.0071

H25 0.0081 0.0063 0.0092 0.0072

H34 0.0080 0.0066 0.0085 0.0067

H35 0.0082 0.0065 0.0091 0.0072

H45 0.0080 0.0062 0.0083 0.0065

P0(U) 0.0487 0.0483 0.0494 0.0492

Case名 Case5 Case6

検定法 CTP GH CTP GH

H12 0.0071 0.0066 0.0755 0.0391

H13 0.0083 0.0073 0.2796 0.2100

H14 0.0091 0.0073 0.6328 0.5567

H15 0.0092 0.0070 0.8869 0.8631

H23 0.0080 0.0068 0.0755 0.0400

H24 0.0087 0.0070 0.3053 0.2090

H25 0.0089 0.0071 0.6318 0.5559

H34 0.0084 0.0067 0.0756 0.0391

H35 0.0089 0.0070 0.2812 0.2105

H45 0.0088 0.0066 0.0759 0.0403

P0(U) 0.0488 0.0476 - -

Case名 Case7

検定法 CTP GH

H12 0.0819 0.0670

H13 0.1727 0.1494

H14 0.2395 0.2132

H15 0.2818 0.2561

H23 0.0398 0.0243

H24 0.0921 0.0646

H25 0.1468 0.1101

H34 0.0248 0.0146

H35 0.0573 0.0376

H45 0.0231 0.0118

Hii′ は Hii′ の棄却率, P0(U)は P0(ある j と i, i′ ∈ Ij
が存在して |Tii′ | > ta(ℓj , ν̂ii′ ;α(M, ℓj)))である. GH

は Games-Howell法で CTPは閉検定手順による多重
比較法である. ν̂ii′ が 200より大きくなったときは漸
近理論を用いている.



6 総対検出力のシミュレーション

文献 [4]を参考にし総対検出力をシミュレーションにて
比較する. 群の数 k = 4, 5, 有意水準 α = 0.05, 標本サイ
ズ ni = 20 (i = 1, · · · , k)とする. k = 4, 5のとき標本
モデルは表 5-7のように平均が等間隔の場合 (EQ1,2), 最
小範囲の場合 (MIN1,2), 最大範囲の場合 (MAX1,2)と設
定した. また f はシミュレーションの際に閉検定手順に
よる検定の棄却率が約 40, 60, 80%となるよう適当に調整
した. 100,000回シミュレーションした結果を表 8-10に
示す.

表 5 等間隔のモデル
EQ1 EQ2

k = 4 k = 5 平均 分散 平均 分散
第 1群 第 1群 f 1 f 1

第 2群 第 2群 2f 1 2f 2

第 3群 第 3群 3f 1 3f 3

第 4群 第 4群 4f 1 4f 4

第 5群 5f 1 5f 5

表 6 最小範囲のモデル
EQ1 EQ2

k = 4 k = 5 平均 分散 平均 分散
第 1群 第 1群 −f 1 −f 1

第 2群 第 2群 −f 1 −f 2

第 3群 第 3群 f 1 f 3

第 4群 第 4群 f 1 f 4

第 5群 f 1 f 5

表 7 最大範囲のモデル設定
MAX1 MAX2

k = 4 k = 5 平均 分散 平均 分散
第 1群 第 1群 −

√
2f 1 −

√
2f 1

第 2群 第 2群 0 1 0 2

第 3群 第 3群 0 1 0 3

第 4群 0 1 0 4

第 5群
√
2f 1

√
2f 5

第 4群
√
2f 1

√
2f 4

表 8 等間隔のシミュレーション結果
EQ1 (k = 4) EQ2 (k = 4)

f CTP GH f CTP GH

0.884 0.4011 0.0874 2.400 0.4030 0.1214

0.986 0.5992 0.2174 2.780 0.6002 0.2724

1.123 0.8030 0.4626 3.315 0.7998 0.5294

EQ1 (k = 5) EQ2 (k = 5)

f CTP GH f CTP GH

0.944 0.3995 0.0345 3.210 0.4002 0.0634

1.044 0.6043 0.1226 3.680 0.5993 0.1826

1.168 0.8007 0.3265 4.320 0.7991 0.4200

表 9 最小範囲のシミュレーション結果
MIN1 (k = 4) MIN2 (k = 4)

f CTP GH f CTP GH

0.436 0.4018 0.1915 1.200 0.3996 0.2043

0.503 0.5998 0.3537 1.403 0.6012 0.3815

0.588 0.8004 0.5968 1.684 0.8010 0.6278

MIN1 (k = 5) MIN2 (k = 5)

f CTP GH f CTP GH

0.506 0.3989 0.1990 1.640 0.4000 0.2184

0.571 0.5981 0.3681 1.880 0.5972 0.4046

0.655 0.7998 0.6160 2.220 0.8016 0.6646

表 10 最大範囲のシミュレーション結果
MAX1 (k = 4) MAX2 (k = 4)

f CTP GH f CTP GH

0.645 0.4000 0.1438 1.753 0.4002 0.1635

0.728 0.6000 0.2995 2.075 0.5999 0.3505

0.838 0.8003 0.5527 2.545 0.8006 0.6289

MAX1 (k = 5) MAX2 (k = 5)

f CTP GH f CTP GH

0.737 0.3999 0.1621 2.540 0.3992 0.1891

0.823 0.6013 0.3287 2.960 0.6009 0.3805

0.935 0.8017 0.5910 3.550 0.8003 0.6467

7 おわりに

Games-Howell 法と閉検定手順による多重比較法を比
較するために群の数 kが 3,4,5で動作可能な C言語版と
Fortran版による検定のシミュレーションプログラムを作
成した. このシミュレーションプログラムの作成を通じ
て両言語と統計学に関する研究を一段と深めることがで
きた. 検定プログラムによるシミュレーション結果をみ
ると Games-Howell法より閉検定手順による検定のほう
が棄却率が高くなる事象が多い, すなわち検出力が高いこ
とが示された.
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