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1 はじめに

　離散変数法は微分方程式の解をできるだけ正確に近似
しようと構成された. 一方,微分方程式で記述される現象
がある種の「構造」をもっていて,その構造の数値的再現
も期待されることが多々ある.離散変数法が,この構造再現
性をどれだげ有しているか,もし完全な再現ができないと
したら,その「ずれ」はどれだけであるかといった疑問に
解答を与える解析が近年盛んである.エネルギーが保存さ
れる現象を記述する方程式であるハミルトン系の解法に
ついて述べる. シンプレクティック数値解法 (symplectic
numerical method)とは,ハミルトン系,すなわちエネル
ギーが保存される系の状態を記述する微分方程式のシン
プレクティック構造を保存する数値解法のことである.平
面上の図形を別の平面上にうつしたとき,面積を保ちつつ,
形ができるだけ変化しないように精度を高めていく.ルン
ゲ・クッタ法のような通常の数値解法と同様に,次数条件
式,すなわち係数パラメータが満たす条件式から解法の精
度が決まる.文献 [[1],[2]]では,類似の解法について安定性
が考察されている.シンプレクティック・オイラー法より
も安定性の高い解法を見つけて比較していくことが目的
である.

2 ハミルトン系

R2d 値関数 x(t) = [q(t)T , p(t)T ]T (q(t), p(t) ∈ Rd) を
未知変数とする方程式を考える．R2d 上で定義された C2

級関数H(q, p) を用いて，

dqi

dt
=

∂H

∂pi
,

dpi

dt
= −∂H

∂qi
(i = 1, 2, ... , d) (1)

と表される方程式をハミルトン系,関数H(q, p) をハミル
トニアンと言う.

3 シンプレクティック写像とは

定義 1 2d 次正方行列 M が

MT JM = J, J =

[
0 Id

−Id 0

]
(2)

をみたすとき，M を 2d次のシンプレクティック行列と言
う． 2d 次シンプレクティック行列全体の集合を Sp(d, R)
と表す．

2d 次正方行列を

M =

[
A B

C D

]
（A, B, C, D : d 次正方行列）

のように表すとき，

MT JM =

[
AT C − CT A AT D − CT B

BT C − DT A BT D − DT B

]

となることから，条件 (2) は

AT C = CT A, AT D − CT B = Id, BT D = DT B

(3)
のように書き換えることができる．特に，Sp(1, R)は，行
列式の値が 1 である 2× 2 行列全体の集合である．また，
条件 (2) から容易に確かめられるように，Sp(d, R) は行
列の積を乗法とする群となる．特に，I2d ∈ Sp(d, R) で
あり，

M1,M2 ∈ Sp(d, R) =⇒ M1 M2 ∈ Sp(d, R) (4)

が成り立つ．実際，MT
1 JM1 = J, MT

2 JM2 = J ならば，

(M1 M2)T J(M1 M2) = MT
2 (MT

1 JM1)M2 = MT
2 JM2 = J

となる．

定義 2 R2d の領域 Ω で定義された C1 級の写像

F : Ω → R2d

が，シンプレクティック写像であるとは，任意の x ∈ Ω
について，DF (x) ∈ Sp(d, R) が成り立つことを言う．こ
こで，DF は，写像 F のヤコビ行列[

∂Fi

∂xj

]
1≤ i,j ≤2d

を表す．

シンプレクティック行列の性質 (4) から，つぎの定理が
得られる．ハミルトン系の数値解法を考える際に基本と
なる定理である．

定理 1 定理 1 Ω1，Ω2 を R2d の領域とし，写像 F1 :
Ω1 → R2d，F2 : Ω2 → R2d は，各領域上でシンプレク
ティックであるとする．さらに，F (Ω1) ⊂ Ω2 とすると，

合成写像 G(x) = F2

(
F1(x)

)
(x ∈ Ω1) は，Ω1 上のシン

プレクティック写像となる．

これは, 合成写像 G(x) = F2

(
F1(x)

)
のヤコビ行列は

DG(x) = DF2

(
F1(x)

)
DF1(x) と表される．したがって，

DF2

(
F1(x)

)
, DF1(x) ∈ Sp(d, R) ならば，(4) により，

DG(x) ∈ Sp(d, R) が成り立つので, Ω1，Ω2 を R2d の領
域とし，写像 F1 : Ω1 → R2d，F2 : Ω2 → R2d は，各領
域上でシンプレクティックであると時，F (Ω1) ⊂ Ω2 とす
ると，合成写像 G は，Ω1 上のシンプレクティック写像
となる．
シンプレクティック写像の幾何学的意味を，簡単に述べ
ておく．Sp(1, R) は行列式の値が 1 である 2× 2 行列の
集合である．したがって，写像 F : R2 → R2 がシンプレ
クティックであるための必要十分条件は，各点 x ∈ R2 で



det[DF (x)] = 1 が成り立つことである．D を R2 の領域
とするとき，積分の変数変換の公式により，∫

F (D)

dx =
∫
D

det[DF (x)]dx =
∫
D

dx (5)

が成り立つ．したがって，R2 の任意の領域 D について，
D の面積と写像 F による像 F (D) の面積は等しい．つ
まり，R2 上のシンプレクティック写像とは，面積を保つ
写像に他ならない．

4 シンプレクティック数値解法

4.1 シンプレクティック・オイラー法

簡単な例として，実数値関数 q(t), p(t) に関する

dq

dt
= p,

dp

dt
= −q (6)

の方程式（単振動の方程式）を考える．関数 H(q, p) =
(1/2)(p2 + q2) をハミルトニアンとするハミルトン系で
ある．この方程式にオイラー法を適用すると，{

qn+1 = qn + hpn

pn+1 = pn − hqn
(7)

の差分方程式が得られ，これをベクトル，行列を用いて
表すと， [

qn+1

pn+1

]
=

[
1 h

−h 1

][
qn

pn

]
(8)

のようになる．右辺の行列の行列式は 1 + h2 であること
から，(8)によって，(qn, pn)平面上の図形を (qn+1, pn+1)
平面上にうつすと，面積が必ず（1+h2 倍に）拡大される．
また，後退オイラー法を適用すると，{

qn+1 = qn + hpn+1

pn+1 = pn − hqn+1
(9)

すなわち，[
qn+1

pn+1

]
=

[
1 −h

h 1

]−1 [
qn

pn

]
(10)

が得られ，この式で (qn, pn)平面上の図形を (qn+1, pn+1)
平面上にうつすと，今度は，面積が必ず（1/(1 + h2) に）
縮小される．
シンプレクティック・オイラー法は，いわば，両者のバ
ランスを取ったものである．オイラー法 (7) の第 2 式の
qn だけを qn+1 で置き換えて，{

qn+1 = qn + hpn

pn+1 = pn − hqn+1
(11)

のようにする．第 1 式を第 2 式に代入すると，pn+1 =
pn − h(qn + hpn) = −hqn + (1 − h2)pn となり，(11) は[

qn+1

pn+1

]
=

[
1 h

−h 1 − h2

][
qn

pn

]
(12)

のように書き直される．この場合は，行列式の値が 1 と
なることから，(12)は面積を不変に保つ写像，つまり，シ
ンプレクティック写像となる．このように，ハミルトン系
に適用した際の計算式がシンプレクティック写像となる
ような数値解法のことを，シンプレクティック数値解法と
言う．

4.2 写像の合成に基づく高精度化

実際の計算では，解法の収束次数も重要であり，より
高い次数をもつシンプレクティック解法が，いくつかの観
点から考えられている．

s (≥ 1) を整数とし，

b1, b2 , ... , bs, b̂1, b̂2, ... , b̂s (13)

の 2s 個の実数を考える．ルンゲ・クッタ法の場合にな
らって，bi, b̂i (1 ≤ i ≤ s) を係数パラメータと呼ぶこと
にする．各 i に対して，写像 Si : R2d → R2d を

Si = S
bbih
P S bi h

Q (14)

のように定義すると，写像 Sh
E と同様，シンプレクティッ

ク写像となる．
この Si を用いて，xn = [ qT

n , pT
n ]T から xn+1 =

[ qT
n+1, p

T
n+1 ]T の計算式を

xn+1 = Sh
(
xn

) (
Sh = Ss · · · S2 S1

)
(15)

のように与える．ここで，Ss · · · S2 S1 は，写像 S1, S2,
... , Ss の合成写像を表し，定理 1 により，シンプレク
ティック写像である．係数パラメータ bi, b̂i (1 ≤ i ≤ s)
をうまく定めて，局所誤差がO(hp+1) となるようにすれ
ば，p 次のシンプレクティック解法が得られる．
例えば，s = 2の場合，(15)は，中間変数 Q, P (∈ Rd )
を導入することにより，

Q = qn + h b1f(pn)

P = pn + h b̂1g(Q)

qn+1 = Q + h b2f(P )

pn+1 = P + h b̂2g(qn+1)

(16)

のように表される．シンプレクティック・オイラー法の場
合と同じく，f(p) = ∇p T (p)，g(q) = −∇q U(q) とおい
ている．これより，

q1 = q0 + h(b1 + b2)f(p0)

+h2(̂b1 b2)Df(p0)g(q0) + O(h3)

p1 = p0 + h(̂b1 + b̂2)g(q0)

+h2
[
b̂1 b1 + b̂2(b1 + b2)

]
Dg(q0)f(p0) + O(h3)

の展開式が得られ，係数パラメータが

b1 + b2 = 1, b̂1 + b̂2 = 1, b̂1 b2 =
1
2

(17)

b̂1 b1 + b̂2(b1 + b2) =
1
2

(18)



をみたすならば，この展開式は厳密解の展開式 (??) と
h2 の項まで一致する．つまり，局所誤差が O(h3) とな
る．なお，b̂1 b1 + b̂2(b1 + b2) = (̂b1 + b̂2)(b1 + b2)− b̂1 b2

より，条件 (18) は (17) から導かれる．したがって，こ
の場合の “次数条件式”は (17) のみとなり，2 次公式の
係数パラメータは，b2 6= 0 を任意定数として，

b1 = 1 − b2, b̂1 =
1

2b2
, b̂2 = 1 − 1

2b2
(19)

のように表される．例えば，b2 = 1 とおくと，b1 = 0,
b̂1 = b̂2 = 1/2 となり，さらに，P = pn+ 1

2
とおくことに

より，(16) は
pn+ 1

2
= pn +

h

2
g(qn)

qn+1 = qn + h f(pn+ 1
2
)

pn+1 = pn+ 1
2

+
h

2
g(qn+1)

(20)

と表される．この公式から定まる解法は，関連する二階
微分方程式の解法にちなんで，シュテルマー・ベルレの
方法と呼ばれている．
二階微分方程式

d2q

dt2
= g(q) (21)

に対して，

qn+2 − 2qn+1 + qn

h2
= g

(
qn+1

)
(22)

で定まる解法を，シュテルマーの方法，あるいは，ベルレ
の方法と言う．出発値 q0, q1 を与えると，数値解が次々
と計算される二段階法である．ここで，q′(tn + h/2) の
近似値に相当する pn+1/2 を

pn+ 1
2

=
qn+1 − qn

h
(n = 0, 1, ... )

により定義すると，(22) は，{
qn+1 = qn + hpn+ 1

2

pn+ 3
2

= pn+ 1
2

+ hg
(
qn+1

) (23)

のように書き直される．初期条件として q0，p1/2 を与え
ると，数値解が計算される “一段階法もどき”の解法とな
る．“幅 h/2 のステップ点” 上の近似値が一つおきに計算
される点に着目して，蛙飛び法，あるいは，馬飛び法と
呼ぶ場合もある．さらに，pn を

pn = pn− 1
2

+
h

2
g
(
qn

)
(n = 1, 2, ... )

で定義すると，(23) は，f(p) ≡ 1 の場合の (20) に書き
直され，一段階法の形に定式化される．
より高次の公式もこうした考え方に基づき構成される．
例えば，3 次の公式として， s = 3 のルースの公式が存
在する。[4]

bi : 7/24 3/4 −1/24
b̂i : 2/3 −2/3 1

(24)

ここで，(24) は，bi の行が左から順に b1, b2, ... を，b̂i

の行が b̂1, b̂2, ... を表している．
このうち，(24)の係数は，3次精度となるための条件式
b1 + b2 + b3 = 1, b̂1 + b̂2 + b̂3 = 1

b2 b̂1 + b3 (̂b1 + b̂2) = 1/2, b2 b̂ 2
1 + b3 (̂b1 + b̂2)2 = 1/3

b̂1 b 2
1 + b̂2(b1 + b2)2 + b̂3(b1 + b2 + b3)2 = 1/3

(25)
から（直接）定められたものである．[3]

5 シンプレクティック解法の安定性

行列式の値が１となり面積を不変に保ったとしても形
まで不変とは限らない.そこでシンプレクティック数値解
法よりも安定性の高い解法を見つけて行きたいと考えて
いる。そこでまずは,テスト方程式

dq

dt
= ωp,

dp

dt
= −ωq, ω ∈ R (26)

H(q, p) = ω(p2 + q2)/2 をハミルトニアンとするハミル
トン系[

q(tn+1)
p(tn+1)

]
=

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

][
q(tn)
p(tn)

]
, θ = ω∆t

(27)
について考える。

テスト方程式 (26) にシンプレクティックオイラー法を
適用すると,{

qn+1 = qn + θpn

pn+1 = pn − θqn+1
, θ = ωt (28)

pn+1 = pn − θqn+1 = pn − θ(qn + θpn) = −θqn + (1−
θ2)pn [

qn+1

pn+1

]
=

[
1 θ

−θ 1 − θ2

][
qn

pn

]
(29)

テスト方程式 (26) にシンプレクティック法を適用す
ると. 

Q = qn + θb1pn

P = pn − θ b̂1Q

qn+1 = Q + θb2P

pn+1 = P − θ b̂2qn+1

(30)

P = pn − θ b̂1(qn + θb1pn) = −θ b̂1qn + (1 − θ2 b̂1b1)pn

qn+1 = qn + θb1pn + θb2{−θ b̂1qn + (1 − θ2 b̂1b1)pn}
= (1 − θ2 b2 b̂1)qn + {θ(b1 + b2) − θ3 b2 b̂1b1}pn

pn+1 = −θ b̂1qn + (1 − θ2 b̂1b1)pn

−θ b̂2 [ (1 − θ2 b2 b̂1)qn

+{θ(b1 + b2) − θ3 b2 b̂1b1}pn ]

= {−θ(b1 + b2) + θ3 b̂2 b2 b1}qn

+{1 − θ2(̂b1 b1 + b̂2 b1 + b̂2 b2) + θ4 b̂2 b2 b̂1 b1}pn



2次の次数条件

b1 + b2 = b̂1 + b̂2 = 1, b̂1 b2 =
1
2

(31)

を仮定すると,

[
qn+1

pn+1

]
=

 1 − θ2

2
θ − θ3

2
b1

−θ +
θ3

2
b̂2 1 − θ2

2
+

θ4

2
b1 b̂2


[

qn

pn

]

(32)

となる. 行列 A =

[
a b

c d

]
(a, b, c, d ∈ R) について，

以下を仮定する．

ad − bc = 1, |a + d| < 2 (33)

ad = 1 ならば |a + d| ≥ 2 となることから，b 6= 0 であ
る．また，行列 Aの固有値は絶対値 1の複素数

λ± =
a + d ± i

√
4 − (a + d)2

2
(34)

で与えられる．

定理

µ =
d − a + i

√
4 − (a + d)2

2b
(35)

とおくとき，任意の自然数 nについて，

‖ An ‖ ≤ 1 + |µ|2 + |1 + µ2|
|µ − µ|

(36)

が成り立つ．ここで，‖ · ‖ はユークリッドノルムから導
出される行列ノルムを表す．

シンプレクティック・オイラー法の行列ノルムを求めると,

‖ An ‖ ≤ 2 + |θ|√
4 − θ2

　　 (37)

になる.
ここでシュテルマー・ベルレの解法の値を使うと,

b1 = 0, b2 = 1,　b̂1 =
1
2
, b̂2 =

1
2

(38)

となり,行列ノルムは,

‖ An ‖ ≤ 2√
4 − θ2

(39)

になった.
さらに,ルースの公式を用いた時,

b1 =
7
24

, b2 =
3
4
, b3 = − 1

24
, b̂1 =

2
3
, b̂2 = −2

3
, b̂3 = 1

(40)
となり,μは,

µ =
θ4

18 − 7θ6

1728 + i
√

4 − (2 − θ2 + θ4

12 − 7θ6

1728 )2

2(θ − θ3

6 + 7θ5

1728 )
(41)

となり,ルースの行列ノルムの図はプログラムを使用して
求め,3つの行列ノルムの式を合わせた図は以下のように
なった.
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図 1 シンプレクティック解法の安定性

　 y軸の値が 1に近いほど,形を原型に近くなる.つまり,
シンプレクティック・オイラー法のときよりも,シュテル
マー・ベルレの解法の方がゆっくりと上昇しているので,
シュテルマー・ベルレの解法の方が安定性が高いことが
わかる.そして,シンプレクティック・オイラー法とシュテ
ルマー・ベルレの解法は x=2で無限大に近付いているが,
ルースの公式では x=2.5付近で無限大に近付き 2つの解
法よりもゆっくり上昇しているので,3つの解法の中では
一番安定性が高いことがわかった.

6 おわりに

シンプレクティック・オイラー法とシュテルマー・ベル
レの解法の 2つは x=2で無限大に近づき,シュテルマー・
ベルレの解法の方がゆっくり上昇しているのでシュテル
マー・ベルレの解法の方が安定性が高いことがわかる.ルー
スの公式では,x=2.5付近無限大に近づていて,シンプレ
クティック・オイラー法,シュテルマー・ベルレの解法よ
りもゆっくり上昇しているのでの解法よりも安定性が高
いことがわかった.次数が高いほど安定性が高くなること
がわかった.
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