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1 はじめに

産業用ロボットマニュピュレ―タや工作機械等のシス
テムでは, あらかじめ与えられた一定動作を繰り返し行
う場合が多くみられる. その際, 高精度な追従動作が要求
され, その精度に対する要求は年々厳しくなってきている
[1]. システムがあらかじめ与えられた一定動作を繰り返
し行う場合に有効な制御方式の一つとして, 繰り返し制御
が注目されている. 繰り返し制御が導入されたきっかけ
は, 高エネルギー物理学研究所の陽子シンクロトロン主リ
ング電源系での電磁石電流の制御である [2][3]. 陽子を加
速するためにはあらかじめ決められた電流パターンに対
して 10−4 の精度で追従することが要求される.
繰り返し制御とは, 周期関数を目標軌道とするサーボ系
であり, 定常偏差が零となるように, 一周期前の追従偏差
と制御入力を用いて現時刻の制御入力を修正する制御方
式である. しかし, 一般に制御対象が厳密にプロパーなら
ば, 繰り返し制御系は安定化できないことがわかってい
る. そこでローパスフィルタを導入し, 高周波成分の偏差
を許容するかわりに, 厳密にプロパーな制御対象に対し
ても安定な制御系を構成できる修正繰り返し制御系が提
案された. しかし, 修正繰り返し制御系を構成すると厳密
にプロパーな制御対象に対して収束性を示すことはでき
ない.
本研究では, ２自由度ボールバランサを制御対象とし,
ポアンカレ写像に基づき実験的に偏差が漸近的に収束す
るか検証する. ポアンカレ写像とは周期的なシステムに
摂動を加え, １周期後どのような摂動になるか示す写像で
ある. 繰り返し制御と関連性が高いと考え, ポアンカレ写
像を用いて収束性を検討する.
具体的な構成方法は, 修正繰り返し制御系の安定条件が
最適レギュレータの円条件と密接に関係している点に着
目し, 漸近的に安定化させる設計法で安定化補償器を設計
し, ２自由度ボールバランサに対しての修正繰り返し制御
を適用する. また, ２自由度ボールバランサに ポアンカ
レ写像を導入するためにプレート上で周期的な動作をさ
せ, それに摂動を加えることでポアンカレ写像の固有値の
絶対値の最大値を見る. このポアンカレ写像により, 収束
性を検討する.
また, 修正繰り返し制御系がローパスフィルタを用いて
構成されているため高周波領域の目標値追従特性が劣化
する. その問題を解決するためフィードフォワード項を付
加し, 目標値までの収束を速くし追従特性を向上させた.
フィードフォワード項の設計をポアンカレ写像に基づい
て設計し, 実験を行う.

2 制御対象

２自由度ボールバランサは, ２つのモータを駆動させて
その上に配置されたプレートを前後左右に動かし, ボー
ルを所望の位置に移動させることができる実験機である.
この実験機の特徴としてプレートの上部に CCDカメラ
が搭載されており, ボールの位置情報を検知して制御を実
現するビジュアルフィードバックシステムを備えている
実験機である. ボールの重心位置を x[m], プレートの一
辺の長さを Lp[m],ロードギアの仰角を θl,x[rad], レバー
アームとロードギヤのオフセットを rarm[m]として 2自
由度ボールバランサの x軸方向の概略図とギヤトレイン
の概略図を図 1に示す.

図 1 2自由度ボールバランサの x軸方向の概略図

3 モデリング

修正繰り返し制御系の安定化補償器を設計するために,
システムを線形化しモデリングを行った.
状態空間表現を{

żx(t) = Azx(t) + Bux(t)
yx(t) = Czx(t)

(1)

とする. ただし,
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状態量を zx(t) =
[

x(t) ẋ(t) θl,x(t) θ̇l,x(t)
]T

, 制御

量を yx(t) = x(t),操作量をモータ電圧ux(t) = Vm,x(t)と



する. なお, y軸に関する状態空間表現もプレートが正方
形であるため同様に表すことができる. Rm[m]はモータ抵
抗, g[m/s2]は重力加速度, Am[Nm/A]はアクチュエータ
ゲイン, Beq[kg · m2/s]は等価粘性摩擦係数, Jeq[kg · m2]
は総合慣性モーメントを表す.

4 修正繰り返し制御の安定条件

状態空間表現, 式 (1)に対して, 内部モデル 1
1−F (s)e−Ls I

を組み込んだ修正繰り返し制御系を考える. 図 2の制御
系において, R(s), Y (s), E(s), V (s)はそれぞれ目標入力,
出力, 偏差, 繰り返し補償器のラプラス変換である. また
G(s)はプラント P (s)と安定化補償器C(s)を直列結合し
た系の伝達関数である. このシステムに対してG(s), e−Ls

の初期状態を 0とした時,

E(s) = R(s) − Y (s) (3)

V (s) =
1

1 − F (s)e−Ls
E(s) (4)

Y (s) = G(s)V (s) (5)

の関係が成り立つ. 計算から

E(s) = e−LsF (s)(I + G(s))−1E(s) + De(s) (6)

De(s) , (I + G(s))−1(1 − F (s)e−Ls)R(s) (7)

を得る. 入出力安定条件により, 図 2の修正繰り返し制御
系の安定条件が求まる. すなわち式 (6)にスモールゲイン
定理を適用すると, 安定となるための十分条件は

∥ e−LsF (s)(I + G(s))−1 ∥∞< 1 (8)

となる. ここで任意の ω に対して |e−Ljω| = 1だから式
(8)が成り立つ時,

∥ F (s)(I + G(s))−1 ∥∞< 1 (9)

が成立する. ただし, ∥ · ∥∞ は H∞-ノルム, σmax(M)は
行列M の最大特異値を表す.
条件 1 [I + G(s)]−1G(s)は安定な有理関数行列.

条件 2 ∥ F (s)(I + G(s))−1 ∥∞< 1.

図 2 修正繰り返し制御のシステム

5 修正繰り返し制御系の設計

本節では, 4節の条件をもとに, 修正繰り返し制御系の
設計を考える. 次の stepで制御系の設計を行った.
step1: | (I + G(jω))−1 |が追従帯域Ωt := {ω : ω <= ωt}

で 1より小さくなるように, すなわち

| I + G(jω) |> 1 : ∀ω ∈ Ωt (10)

となるように補償器 C(s)を決定する.

step2: |I +G(jω)|をボード線図にプロットし |F (jω)|が
それより下になるように, すなわち

|I + G(jω) |>| F (jω)| : ∀ω ∈ Ωt (11)

と満たすように F (s)を定める.

5.1 補償器C(s)の設計

制御対象 P (s)の最小実現を求める. すなわち,

P (s) = C(sI − A)−1B (12)

補償器 C(s)を構成し, そのゲインH とK を次式のよう
に定める.{

˙̂zx(t) = (A − HC) ẑx(t) − Bux(t) + Hvx(t)
ux(t) = −Kẑx(t)

(13)

ここで, ux(t), vx(t)はそれぞれC(s)への入力, C(s)への
出力, Kは状態フィードバックゲイン, H はカルマンフィ
ルタゲインである.
1 Φを (Φ1/2, A)が可制御対となるような適当な半正定

対称行列とし, Riccatti方程式

AΣ + ΣAT + Φ − ΣCT CΣ = 0 (14)

の唯一の正定対称解を Σとするとき,

H = ΣCT (15)

と定める.

2 K は, 2次形式評価関数

J =
∫ ∞

0

(y(t)T Qy(t) + u(t)T u(t))dt (16)

を最小にする状態フィードバックゲインをKとする.
ただし, Qは正定対称行列である.

K = BT P (17)

ただし, P は Riccatti方程式

AT P + PA + Q − PBR−1BT P = 0 (18)

の唯一の正定対称解である.
与えられた追従帯域 Ωt で式 (10)を満たす十分大きな

Kを選ぶ. ボード線図にプロットし, 安定化補償器を決定
する.



5.2 ２自由度ボールバランサに対する制御系設計

5節に基づいた設計で制御設計を行う.
1 Φ=diag[5 20 10 90]と置いて, 式 (14)よりゲインH を

求める.

H =
[

4.44 7.38 3.57 0.0238
]T

(19)

2 Q=diag[100 10 20 0], R = 1と置いて, 式 (18)より,
ゲインK を求める.

K =
[

10.0 10.6 5.56 0.377
]

(20)

5節の step2より, F (s) = 1
1+τs , τ = 0.2として |1+G(jω)|

と |F (jω)|をボード線図にプロットする. 図 3より, |1 +
G(s)|が F (s)より, 上側にあるため安定である. 補償器
C(s)が構成された.

図 3 |1 + G(jω)|と |F (jω)|のボード線図

6 シミュレーション

本節では, 5節で構成した補償器 C(s)とローパスフィ
ルタ F (s) = 1

1+τs , τ = 0.2をもとに円を描かせるシミュ
レーションを行う. 周期 L = 10, ω = 2π

L , x 軸方向に
対する目標値 x = 0.1 sin(ωt), y 軸方向に対する目標値
y = 0.1 cos(ωt)とし, 200[s]で行った. 図 4より, 若干の
オーバーシュートがあるが円の軌跡に追従していること
がわかる.
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図 4 円を描くシミュレーション

7 ポアンカレ写像に基づく収束性の検証

本節では, ポアンカレ写像の観点から, 修正繰り返し制
御系が目標値に収束しているか検証する. ポアンカレ写
像を考える利点は, 連続時間の収束性を離散時間の収束性
に置き換えられることであり, このことにより, 周期解の
性質が容易になる場合が多い. 周期的な目標入力を与え
ることで収束性を検証した.

7.1 ポアンカレ写像の定義

ポアンカレ写像とは, 周期的なシステムにおいて, 周期
的な状態に加えた摂動が 1周期後にどのような摂動に発
展するかを示す写像であり, ポアンカレ断面という周期軌
道上の超曲面 Πを用いて, 1次元小さい局所断面上の状
態空間で考えることができる. また, 摂動が十分小さけれ
ばポアンカレ写像は線形と考えることができ, ポアンカレ
写像の固有値の絶対値がすべて 1より小さければ安定で,
0に近ければ収束性が向上する [4][5].
したがって, 安定性の指標としてポアンカレ写像の固有
値の絶対値の最大値を使うことができ, 以下これを λmax

と書く.

7.2 ポアンカレ写像の計算法

ここでは, 数値シミュレーションで求めるポアンカレ写
像について説明する. 以下にポアンカレ写像の関係式を
表す.

∆zxk+1 = T∆zxk (21)

ここで, この T が線形近似したポアンカレ写像であり,
∆zxk は摂動を表し, ∆zxk+1 は 1周期後の状態からポア
ンカレ断面に到達する値を引いたものとする. T を数値
シミュレーションによって計算し, これにより, ポアンカ
レ写像の安定性を検討する. ポアンカレ断面 Πを以下の
式で定義する:

Π =
{
zx ∈ R4, zy ∈ R4|x = 0, y > 0

}
(22)

とし, 1次元少ない 3次元の状態空間で考えることができ
る. T を数値計算によって計算し, これにより, ポアンカ
レ写像の収束性を検証する.
このポアンカレ写像を数値シミュレーションに基づい
て導出する方法について説明する. まず, 初期値 z0 =
[0　 0　 0　 0]T から始めてシミュレーションを行い, 1
周期後のポアンカレ断面に到達する値を二分法で導出す
る.これを周期解とし, この値に x (t)を除き摂動を与え,
1周期後のポアンカレ断面に到達する値を観測し周期解
との差をとり, 3次元の状態空間で T の要素を 1列ごと

に求める. 例えば, ∆zxk =
[

1 0 0
]T

と摂動を与え

れば, 式 (21)より, T の第 1列が求められる. 同様のこと

を∆zxk =
[

0 1 0
]T

について行えば, T の第 2列が

得られ, 以下同様にして第 3列も計算して T 全体を得る.
シミュレーションを 3回実行し, それによって得られた縦
ベクトルを並べて T を構成できることになる.



本研究では, プレート上に円を描かせることにとってポ
アンカレ断面に到達する値を求め, T の λmaxを求めて収
束性の検証を行った.

7.3 ポアンカレ写像による収束性の検証

7.2節で求めた計算結果を示す. パラメータは 5.2節で
求めた値を使用した. T は次のようになった.

T =

 −0.051 −0.087 −0.036
−0.27 −0.46 −0.19
−0.27 −0.45 −0.19

 (23)

となり, 固有値の最大値の絶対値 λmax = 0.70であり, 1
以内に収まっていることがわかり,収束することがわかる.

8 ポアンカレ写像に基づく制御系設計

図 5のように修正繰り返しコントローラーにフィード
フォワード項をKpとし付加し, ポアンカレ写像に基づい
てフィードフォワード項Kpを設計する. 5節のパラメー
ターを使用し, Kp を変化させた.

図 5 Kp を付加した制御系

Kp = 1のとき

T =

 0.84 1.4 0.59
−0.27 −0.46 −0.20
−0.67 −1.1 −0.48

 (24)

λmax = 0.12となり, 7.3節のフィードフォワードを付加し
ない場合に比べ収束性が向上している. このようにKpを
変化させてポアンカレ写像に基づいてKpを設計する. Kp

を 1から 2まで 0.1ずつ変化させた. 図 6よりKp = 1.2
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の時, λmax = 0.0013となり収束性が高いことがわかる.
40[s], シミュレーションを行うことにより効果を確認し

た. 図 7, 図 8を比較すると図 8の方が収束が速くなって
いることがわかる.
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シミュレーション

図 7 Kp = 0の時のシミュ
レーション
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シミュレーション

図 8 Kp = 1.2の時のシミュ
レーション

9 実験

この節では, 8節で設計したコントローラーとフィード
フォワードを用いたコントローラーで実験を行い, シミュ
レーションと比較を行う. 実験はボールをプレートの中
心に置いてから, スタートすることにした. 時間は, 100[s]
で行った. 図 9と図 10を比較すると図 10の方が目標値
追従性能が向上していることがわかる.
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シミュレーション

図 9 Kp = 0
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図 10 Kp = 1.2

10 おわりに

修正繰り返し制御を２自由度ボールバランサに適用し,
シミュレーションを行いポアンカレ写像の固有値の絶対
値の最大値 λmaxに基づいて, 収束性を示すことができた.
また, ポアンカレ写像に基づきフィードフォワード項Kp

を決め, シミュレーションと実験で効果を確認した.
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