
�重非心�分布の近似法についての研究
���������� 前廣　芳孝

指導教員：松田　眞一

� はじめに

�重非心 � 分布の確率密度関数はとても複雑な形をし
ており、直接パーセント点を求めることは困難である。こ
のため、堀井 ���は ��	
���や鳥越 ��� によって報告され
た �重非心 � 分布の近似法を用いてパーセント点近似に
よるパーセント点の導出を試みた。しかし、実際のデー
タをふまえた自由度と非心度を用いた場合、これら �つ
の近似手法でのパーセント点近似は自由度が小さい場合
に大きな誤差が伴ってしまう。または、プログラミング
での計算途中にエラーとなり近似値を出せない場合が多
く存在することがわかった。このため、これらの近似法
は実用的ではなくモンテカルロ法で十分であることが報
告された。しかし、モンテカルロ法は多くの計算と時間
を必要とする。そこで、既存の近似法を元に自由度が小
さい場合でも実用的な改良ができないかを研究の目的と
して取り上げた。

� �重非心 � 分布とは

�重非心 � 分布 � ��
��� ��� ��� ��� は以下で定義される
確率変数である。
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このとき、分母と分子の �はそれぞれパラメータ 
自由
度�非心度�が 
������と 
������ の独立した非心カイ �乗
分布に従う確率変数である。�重非心 � 分布の確率密度
関数は以下のように定義されている。
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ここでの
�

�
�

�
は �個のものから �個選ぶ組み合わせで

ある。また、�� 
�� ��
� ��� ��� �	�は自由度 
������ ����	�

の中心 � 分布の密度関数であるので、以下のような関数
となる。
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ここでの �
・�・�はベータ関数である。
�重非心 � 分布は分散分析の交互作用や誤差因子にお
ける � 検定の検出力を求めるとき、タグチメソッドにお
ける ��比を検定する問題を考えるときに用いられる。

� �重非心 � 分布の近似法

堀井 ���では、��	
���と鳥越 ���による近似法を元にし
た � つのパーセント点近似法の評価を行った 
��	
 法、
�������法�。この近似法の詳しい導出方法は堀井 ���を参
照されたい。ここでは、�
����	�� �� �� ���を元に堀井
���では評価されなかった �つの近似方法について詳しく
述べる。

��� ����法



������������ � ��

� の分布の �次以下のモーメント
を等置することによって自由度 
��� ��� の中心 � 分布
� 
��� ���で近似する方法である。この手法を堀井 ���で
は ��	
 法と呼んだ。最終的に以下の近似式が導き出さ
れる。
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である。

��� ��	�
��法
近似式 
!�の左辺が � 分布で近似できること 
カイ �乗
分布でも表すことができる�を利用し、新たな統計量分布
を得て、その分布を "��#�$�%&�$���展開して新たな近似
式を求めるものである。この手法を堀井 ���では �������
法と呼んだ。最終的に以下の近似式が導き出される。
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このとき �
は�
�� ��の上側 ����パーセント点、� �
 �


�
 � ��

 を示す。

��� �
���法

�
����	�� �� �� ���の �つめの近似法は、エッジワース
級数展開と'�(���によるキュムラント表現を組み合わせ
ることによって標準正規変数の分布関数を用いた �重非
心� 分布の累積分布関数の近似式を導出するものである。

����� 導出方法

エッジワース級数近似を展開するために �重非心 � 分
布を以下のように置き換える。

���� �� � �� � ���� � �� � ������ � �� 
)�



このとき �� � ����
��
���
������、�� � ����
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を意味する。ここで '�(��� の ����

��
��

� � ��� のキュ
ムラントの表現を用いること、�� と �� の独立性を用い
ることで以下のようなキュムラント ��
� � �� � ������
の � � �� �� �� !�の式を得ることができる。
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��� � � �� �である。
以上を用いてエッジワース級数展開を行うことにより、�
重非心 � の累積分布関数のためのエッジワース級数近似
を得ることができる。
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+
・� は標準正規変数の分布関数、�
・� は確率密度関数を
意味する。この近似法を導出者 �人の頭文字�",とエッ
ジワース級数展開の -を合わせ、本研究では�",%-法
と呼ぶことにする。

��� �
���法

��	
�)�は非心 � 分布と合流型超幾何分布に対応する
モーメントに関して �重非心 � の �番目のモーメント ���
の表現を導き出した。これらの計算は困難なため、合流
型超幾何分布を近似することによっての � 番目のモーメ
ント近似法も ��	
は同時に導き出した 
この �次の近似
モーメントは � 重非心 � 変数 � ��
��� ��� ��� ��� の近似
 � 
���� ��� � �のパラメータ 
 � ���� ��を決定することに

使われる�。これらを利用し�
����	�� �� �� ���が非心 �

変数に基づくモーメント近似を導き出したものが �つ目
の近似法である。

����� 導出方法

�重非心 � の分母の非心カイ �乗は変数 ����によって
近似できることを利用する。このときの �、�
初めの �つ
のモーメントによって決まる�は � � 
�������

������

と � � 
�� � ����

�� � ���� である。従って、�重非心
� 変数のモーメントは以下の変数とほぼ等しくなる。
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このとき、 � ��

�� � ���、� �
��� �� ���はパラメータ

��� �� ��� での非心 � 変数である。このモーメント近似
が �重非心 � 分布の確率とパーセント点近似に利用でき
ることは明らかである。この近似方法を導出者 �人の頭
文字�",とモーメント近似の�を合わせ、本研究では
�",%�法と呼ぶことにする。

� 近似法の比較

.を用いて近似法の精度の比較を行った。方法は自由
度 
��� ���と非心度 
��� ���のパラーメータを変更し、そ
のときのパーセント点近似値と真値との比較により精度
を見る。

��� 真値の定義

堀井 ���によって定義された真値を用いる。この方法は
.に元々入っているカイ �乗乱数 
�/��$0�を用いたもの
である。非心カイ �乗乱数を �����組発生させて式 
��を
計算し、それを �����回繰り返したパーセント点の平均
の値を真値と定義する。このモンテカルロ法での真値は
相対標準誤差が � ����であり、非常に信頼の高い値が出
ることが堀井 ���によってわかっている。しかし、�つの
パーセント点を求める計算に � !�123のノート 4"にお
いて約 )分程度かかってしまう。また、乱数を用いての
計算のため、同じ自由度と非心度の組み合わせであって
も最終的な結果が若干異なってしまうという欠点がある。

��� プログラム

��	
法、�������法の近似式 
!�、
�� についてのプロ
グラムも堀井 ���によって作成されているのでそのプログ
ラムを使用した。��	
法 
!�の積分部分は中点則を使用
しパーセント点を求め、�������法 
��はニュートン・ラ
プソン法を使用してパーセント点近似を求めるものであ
る。�",%-法 
��と�",%�法 
*�の近似式についての
プログラムは作成した。堀井 ���と同様にソフトウェアは
.を使用する。式 
��は確率を求める形であるので、パー
セント点を求める考え方として、
��� ��� ��� ��� ��を決定
する 
� は内部の関数で自由度 
��� ��� の中心 � 分布の
パーセント点を求めることに使われる�。この �を変更し
ていき、結果として帰ってくる �重非心 � 分布の下側確
率の値が ��パーセント点を求めたいならば � ��、�パー
セント点ならば � ��になるまで繰り返す。このときの �



の中心 � 分布のパーセント点が �重非心 � 分布のパー
セント点近似である。式 
*�のパーセント点を求める考え
方として、�重非心 � 分布の確率を次のように変換する。
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よって、
��� ��� ��� ��� ��を決定して 5�
 6を用いての非
心 � 分布の分布関数より求める。このときの �の値を変
更していき、��パーセント点を求めたいならば � ��に、
�パーセント点を求めたいならば � ��になるように �を
定める。このときの �の値が �重非心 � 分布のパーセン
ト点近似となる。また、プログラム内での �の探索方法
として�",%-法、�",%�法ともに �分法を使用した。

��� 自由度の大きい場合

自由度 �を �、��、��、自由度 �を ��、��、��、非心
度 �と �を �、��に変化させパーセント点近似値を求め
る。このときの結果の一部を表 �と表 �に示す。表中で
は ��	
法、�������法、�",%-法、�",%�法を �7 、
�8、-法、�法と略して記載する。また、計算途中で符
号の中が負となり値が出せないものは 596で示す。

表 � � � ��％
�� �� �� �� 真値 �7 �8 -法 �法
� �� � � ! ��! ! �*� ! �*� ! ��� ! ��)

� �� � � ! ��� ! �!� ! �!� ! ��� ! ���

� �� � � ! ��* ! �!� ! �!� ! ��! ! ��*

�� �� �� �� � �*� � �)� 9 � )!) � �!!

�� �� �� �� � ��� � ��� � ��� � �!� � ���

�� �� �� �� � �!) � �)� � �)� � ��� � �!�

表 � � � �％
�� �� �� �� 真値 �7 �8 -法 �法
� �� � � � ��* � �!� � �!� � ��� � ��*

� �� � � � !�� � ��) � ��) � ��� � !��

� �� � � � !�� � !�� � !�� � !�� � !��

�� �� �� �� � �*� 9 9 � ��* � �*�

�� �� �� �� � �!� � ��� 9 � ��� � �!�

�� �� �� �� � )�� � )�� � )�� � )�� � )��

��	
法、�������法ともに求められない点が多く存在
するが、�",%-法、�",%�法はすべての組み合わせで
近似値を求めることができる。比較的自由度の大きい場
合のシミュレーションでの !つの近似法の最大誤差と誤
差平均の比較の表 �を示す。�",%�法は ��、��パーセ
ント点近似ともに真値に対する誤差の割合が大体 �％程
度である。��パーセント点近似では �������法が最も良
い結果となっているが、近似値を求められない点が存在
することを考えると最良とはいえない。��、�パーセント
点近似を見ると、�",%�法は最大誤差と誤差平均が非
常に小さく真値に近い近似値を求めることができること
がわかる。よって、自由度が比較的大きい場合は�",%�

法が最も有効であるといえる。

表 � 誤差の比較
パーセント点 : �7 �8 -法 �法

��％ 最大誤差 � *�� � ��* � ��� � ���

誤差平均 � ��) � �!� � �!� � ���

��％ 最大誤差 � �)� � ��� � ��� � ���

誤差平均 � �*� � ��� � �!� � ���

��％ 最大誤差 � ��� � ��! � ��) � ���

誤差平均 � ��! � ��� � ��� � ���

�％ 最大誤差 � ��) � ��) � �!� � ���

誤差平均 � ��* � ��� � ��� � ���

��� 自由度の小さい場合

使用した自由度と非心度は堀井 ���によって採取された
静特性における望目特性の実データ 
あるサーキットで
のカーレースにおける �周のタイムのシミュレーション
データ� を元にしたものである。詳しい静特性の説明、シ
ミュレーションの結果、導出法は堀井 ���を参照されたい。
最終的に導き出される分布は � ��
�� �� �)!�**!�)� �!!���、
� ��
�� �� ��*�!!�*� �!!*��、� ��
�� �� ���*)!)�� !!*��である

堀井 ���では計算途中に誤りがあるため、最終的な分布
は高橋 �!�による結果を参照�。実データの結果をふまえ
て、自由度 �は �に自由度 �は �に固定し、非心度 �は
�、��、���、����、�����、������に、非心度 �は �、�、
!、)、*、��に変化させシミュレーションを行った結果の
一部を表 !と表 �に示す。��	
法と �������法について
は堀井 ���によって実用的でないとわかっているため、表
への記載はスペースの都合上省略する。

表 ! 静特性 
��％�

�� �� �� �� 真値 -法 �法
� � �� � �! *�� �) �!� �! *�)

� � ��� � !!* )�) !!) )�� !!* *��

� � ����� � !�)!� �*� !���) �*� !�))� !��

� � �� ! �) ��� �� ��� �� ���

� � ��� ! ��) �!� ��� ��� ��� ��*

� � ����� ! ���!) �)� ����� ��� ����� ���

� � �� �� �� ��� �! ��) �� !��

� � ��� �� ��� �!� ��) ��� �! ���

� � ����� �� �)�) ��* ����! �*� ���) !)�

表 � 静特性 
�％�

�� �� �� �� 真値 -法 �法
� � �� � � ��* � �!� � ���

� � ��� � !� ��� !� ��� !� �!�

� � ����� � !��� ��) !��* �** !��� ��)

� � �� ! � ��� � ��� � ��)

� � ��� ! �! ��� �! �*! �! ���

� � ����� ! �)*� !�� �)�* ��* �)�� *�)

� � �� �� � ��� � )�� � ���

� � ��� �� �) ��� �� ��� �) ���

� � ����� �� ��*� �)* ��!� ��� ���� ��)



��、��パーセント点の場合は非心度 �が �のときに理論
上�",%�法が有効であり、��、�パーセント点の場合は
どの非心度でも�",%�法が有効であるとわかった。し
かし、非心度 �が �以外の場合は非心度 �の値によって
�",%-法、�",%�法ともに真値に対する誤差の割合が
大きくなり、�",%-法では最大で ��％、�",%� 法で
は最大で �％ ほどになる。また、�",%-法、�",%�法
ともに非心度 �の影響は小さく、非心度 �を変化させて
も同じような誤差の周期を繰り返すことがわかった。

� 新たな近似法の提案

実データをふまえたシミュレーションにより、��と ��

パーセント点近似で�",%-法は真値よりも大きい近似値
を示し、�",%�法は真値よりも小さい近似値を示すこと
がわかった。また、非心度 �の値が大きい場合は�",%-

法と�",%�法の誤差の絶対値がほぼ等しくなることが
多い。このため、�つの近似値の中間点を取れば真値に近
づくと考えられる。これを�-法と呼ぶことにすると

�-法の近似値 �


�",%�法の近似値� �",%-法の近似値�

�

���

である。堀井 ���による実データ 
静特性、動特性�を元
にした自由度と非心度でシミュレーションを行い、近似
法の場合分け表を作成した。これを表 )に示す。

表 ) 近似法の場合分け
��、��パーセント点近似 使用する近似法

非心度 �が � �法　　
自由度 �が �以下 �-法　　

自由度 �が )から �で非心度 �が ��以下 �法　　
自由度 �が )から �で非心度 �が ��以上 �-法　　
自由度 �が *から ��で非心度 �が ��以下 �法　　
自由度 �が *から ��で非心度 �が �)以上 �-法　　
自由度 �が ��から �!で非心度 �が ��以下 �法　　
自由度 �が ��から �!で非心度 �が ��以上 �-法　　

��、�パーセント点近似 �法　　

表 )を元に�-法と�法をうまく使いわけることで、表
!での近似は表 �のように改善できる。

表 � 場合分けを用いた近似結果
�� �� �� �� 真値 近似値 近似法
� � �� � �! *�� �! *�) �法
� � ��� � !!* )�) !!* *�� �法
� � ����� � !�)!� �*� !�))� !�� �法
� � �� ! �) ��� �� )�) �-法
� � ��� ! ��) �!� ��* ��� �-法
� � ����� ! ���!) �)� ����� ��� �-法
� � �� �� �� ��� �� ��! �-法
� � ��� �� ��� �!� ��� ��* �-法
� � ����� �� �)�) ��* �)�� ��! �-法

� まとめ

��、�パーセント点近似の場合は �",%�法は真値に
対する誤差の割合が最大でも � )％であり実用的である
と結論付けた。��、��パーセント点近似の場合は�-法
を提案し、自由度と非心度の値による場合分けの表 )を
導出した。表 )をもとに�",%�法と�-法の場合分け
を行うことで、真値に対する誤差の割合を最大でも � �％
程度までにすることが可能となる。また、この � �％程
度の誤差がでる場合の非心度 �は ��の場合である。実
データをもとにした非心度 �は非常に大きい場合が多く、
�-法を用いると真値に対する誤差の割合が �％以下に
できる。また、非心度 �が �の場合は�",%�法を用い
ることでほぼ正確な値を出すことができることがわかっ
た。このため、��、��パーセント点近似でも近似法は有
効であると結論付けた。以上により、近似法によるパー
セント点近似は自由度の小さい実データにおいても十分
実用的であると結論付ける。

� おわりに

自由度の値をさらに増やしての場合分け、非心度 �が
��以下の場合の検討など今後の課題がまだまだ残ってい
る。しかし、モンテカルロ法では �つの値を導出するの
に約 )分程度かかるのに対し、近似法を用いると一瞬で
パーセント点近似値を求めることができる。これらの近
似法うまく使いこなすことで作業効率を格段に上げるこ
とができるだろう。
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