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1 はじめに

重回帰分析では、普通、モデル選択として変数選択を
行う。その変数選択において AIC を用いる場合、AIC
が最小となるように変数の組み合わせを考える。このよ
うに、AICが最も小さくなるようにモデル選択を行うこ
とを AIC最小化法という。

AIC最小化法は、重回帰分析における変数選択に限ら
ず、様々なモデル選択の場面で用いられる。AICは、確
かに、モデル選択に対して一つの有効な解を与える。し
かし、AICは本来、統計量であるので、AIC最小化法に
よって一意に決定したモデルが、必ずしも適切な予測を
与えるとは限らない。したがって、サンプリングエラー
を考慮して、AIC最小モデルに対して、有意に差が認め
られないモデルに関しては、AIC最小モデルと同様に検
討すべきである (下平 [8]、[9]参照)。そこで本研究では、
棚橋 [10]から引き続いて、AIC最小モデルに対して、有
意差が認められないモデルを集めたモデル集合を導くこ
とを考える。

2 2つのモデルの有意差検定について

データセットの型を表 1に示す。ただし、これらは列
方向に基準化してあるものとする。

表 1 データセットの型

No. 説明変数 (r 変数) 目的変数
1 x11 x12 · · · x1r y1

2 x21 x22 · · · x2r y2

...
...

...
...

...
i xi1 xi2 · · · xir yi

...
...

...
...

...
N xN1 xN2 · · · xNr yN

xi = (xi1, xi2, · · · , xir)′

フルモデル Ω = {1, 2, · · · , r}に対して、モデル式を

yi = β1xi1 + β2xi2 + · · · + βrxir + εi (1)
= θxi + εi (2)

と定義する。ただし、θ = (β1, β2, · · · , βr) をフルモ
デル Ωに対するパラメータベクトルとする。
今、N 個の r 次元確率ベクトル X1, X2, · · · , XN

について、それらが独立に同一の分布に従い、密度関数
が f(xn|θ) (n = 1, 2, · · · , N) であるとき、その尤度
関数は

L(θ) = L(θ|x) =
N∏

n=1

f(xn|θ) (3)

となる。したがって、その対数尤度関数は、

l(θ) = log L(θ) =
N∑

n=1

log f(xn|θω) (4)

と表される。ただし、x = (x′
1, x′

2, · · · , x′
N )′ である。

ここで、θω = {(β1, β2, · · · , βr) | βi = 0, i 6∈ ω}を
モデル ω(⊆ Ω) に対するパラメータベクトルとすると、
モデル ω0, ω1 において、ω0 ⊂ ω1 または ω0 ⊃ ω1 であ
るとき尤度比検定を、そうでないとき Linhart の AIC
有意差検定を行う。
2.1 Linhartの AIC有意差検定

AIC(赤池情報量規準)とは、モデル選択において規準
とされる情報量の 1つである。モデル ω(⊆ Ω)に対する
AICは、次のように定義される。

AICω = −2(l(θ̂ω) − dim(θω)) (5)

ただし、θ̂ω はパラメータベクトル θω の最尤推定量、
dim(θω)は θω の自由度を表す。一般に、AICが小さい
方が良いモデルとされる。

Linhartによって、2つのモデルの AICにおける有意
差を検定する方法が提案されている。これは 2つのモデ
ルが階層関係になければ、それらの AIC の差は、漸近
的に平均 0の正規分布によって比較的良く近似されるこ
とを利用したものである。
モデル ω0, ω1(ω0, 6⊂ ω1)の AICを AIC0, AIC1 とし

たとき、これらの差 ∆AIC = AIC0 − AIC1 が有意に 0
から離れていなければ、これらのモデルは同等であると
する。
まず、AICの差の分散を推定する。2つのモデルの最

大対数尤度を l0 = l(θ̂0), l1 = l(θ̂1) とする。ただし、
θ̂0, θ̂1 は、ω0, ω1 における最尤推定量である。
ここで、

h(x) = log f(x|θ̂0) − log f(x|θ̂1) (6)

とおくと、(4) より、2 つのモデルの最大対数尤度の差
∆lは

∆l = l0 − l1 =
N∑

i=1

h(xi) (7)

と表され、その分散は

v̂ar(∆l) =
n

n − 1

N∑
i=1

{
h(xi) −

∑N
j=1 h(xj)

n

}2

(8)

である。したがって、AICの差の分散は

v̂ar(∆AIC) = 4 × v̂ar(∆l) (9)



となる。
ここでは、AIC の差を推定した標準偏差で割った統

計量

z =
∆AIC√

v̂ar(∆AIC)
(10)

が標準正規分布に従うとして検定を行う (下平ら [7]
参照)。
2.2 尤度比検定
モデル間に階層関係がある場合には、尤度比検定が知

られている。今、モデル ω0, ω1 に、ω0 ⊃ ω1 という階
層関係があるとすると、一般に l0 > l1 である。これら
の最大対数尤度の差∆l = l0 − l1 が有意に 0から離れて
いなければ、これらのモデルに有意差はないとする。
尤度比検定では、2∆l は漸近的に自由度 n =

dim(θ̂0)− dim(θ̂1) のカイ 2乗分布に従うとして、検定
を行う (稲垣 [4]参照)。

3 多重比較法について

r 個の説明変数において、すべての組合せを考えた
2r 個のモデルについて、AIC 最小モデルを ω0、その
他のモデルを ωk (k = 1, 2, · · · , 2r − 1) とする。
また、それぞれのモデルにおけるパラメータの真値
を θ0

∗, θ1
∗, · · · , θ2r−1

∗ とする。本研究では、ω0 と
ωk (k = 1, 2, · · · , n) に有意差があるかを調べる。し
たがって、次のような帰無仮説族を考える。

H01 : θ0
∗ = θ1

∗

H02 : θ0
∗ = θ2

∗

...
...

H02r−1 : θ0
∗ = θ2r−1

∗

(11)

今、帰無仮説の個数が 31 個、それぞれの帰無仮説に
おける有意水準が 0.05 であるとすると、少なくとも 1
つの検定において誤りが起こる確率は

1 − 0.9531 = 0.796 · · ·

より、約 80% となり、これはもはや誤りが起こる確率
として認められる範疇を大きく超えてしまっている。そ
こで、もし検定全体として誤りが起こる確率をある一定
の値に抑えたい場合は、何らかの補正が必要となる。
本研究では、その補正の方法として、Holmの方法と

BH法を用い、これらを比較する。
3.1 Holmの方法

Holm の方法とは FWER(Family-Wise Error Rate)
を制御する多重比較法で、Bonferroniの不等式に基づく
多重比較法 (Bonferroni の方法) に閉検定手順の考え方
を組み合わせて改良したものである。

FWER とはすべての帰無仮説のうち、すくなくとも
1つの帰無仮説が誤って棄却される確率である。
以下に、Holm の方法の手順を簡潔に示す (Holm[2]、

永田・吉田 [5]参照)。

Holmの方法の手順¶ ³
1. 帰無仮説族に含まれる帰無仮説の個数 k を
求める。

2. 有意水準 αを定める。
3. 各帰無仮説における検定統計量を計算し、p

値 Pi (i = 1, 2, · · · , k)を求める。
4. P1, P2, · · · , Pk を昇順に並べ替えたものを

P (1), P (2), · · · , P (k) とする。
5. i = 1とする。
6. P (i) >

α

k − i + 1
となるなら、帰無仮説

H(i), H(i+1), · · · , H(k) をすべて保留して
検定作業を終了する。そうでなければ、帰無
仮説 H(i) を棄却して次へ進む。

7. i = k なら手順を終了する。i < k なら、
i = i + 1として 6から繰り返す。µ ´

3.2 BH法
BH法とは、FDR(False Discovery Rate)を制御する

多重比較法である。BH法は、堀内・松田 [3]において、
仮説間にどのような関連があっても、安定して FDRを
保つことができるということが示されている。

FDR とは、棄却されたすべての帰無仮説のうち、真
の帰無仮説であるにもかかわらず誤って棄却されたもの
の割合である。m個の帰無仮説の検定結果についてまと
めたものを表 2に示す。

表 2 m個の帰無仮説の検定結果の分割表

検定
採択 棄却 計

真の帰無仮説 U V m0

偽の帰無仮説 T S m − m0

計 m − R R m

FDR を制御する多重比較法では、Q =
V

R
(ただし、

R = 0のときは、Q = 0とする)を制御することを考え
る。しかし、Qは決して知ることのできない確率変数で
あるので、実際には、その期待値 Qe = E(Q)を制御す
ることを考える。
以下に、BH 法の手順を簡潔に示す (Benjamini and

Hochberg[1]、堀内・松田 [3]参照)。

BH法の手順¶ ³
4.まで Holmの方法と同様。

5. i = k とする。

6. P (i) ≤ i

m
q∗ となるなら、帰無仮説 H(1),

H(2), · · · , H(k) をすべて棄却する。そうで
なければ、帰無仮説 H(i) を保留して次へ
進む。

7. i = 1 なら手順を終了する。i > 1 なら、
i = i − 1として 6から繰り返す。µ ´



BH 法を適用することは、Holm の方法に比べて、検
出力が上昇することが期待される。

4 モデル集合作成の手順

以下に、本研究におけるモデル集合作成の手順を示す。

モデル集合作成の手順¶ ³
1. 説明変数の数が r個のデータにおいて、説明
変数の全ての組合せを考えた 2r 個のモデル
を用意する。

2. 全てのモデルの AICを計算する。
3. AICを最小とするモデルをM0、それ以外を

M1, M2, · · · , M2r−1 とする。
4. M0 に対して、Mi (i = 1, 2, · · · , 2r − 1)が
階層関係にあるかどうか調べる。

5. 階層関係にあれば尤度比検定、階層関係にな
ければ Linhartの AIC有意差検定を行い、p

値 P1, P2, · · · , P2r−1 を求める。
6. Holmの方法、または BH法を用いて有意水
準 αで検定し、モデル集合を作成する。µ ´

ただし、5.において、2つの検定の整合性をとるために、
AIC有意差検定における p値は 2倍する。

5 シミュレーション

5.1 AIC最小化法の信頼性
(2)のような線形回帰モデルにおいて、β1, · · · , βr を

最小値 0.1、最大値 1.0 の一様乱数で発生させる。この
とき、そのいくつかは 0 に置き換える。さらに εi を平
均 0、標準偏差 0.1 の正規乱数で、xi1, · · · , xir (i =
1, · · · , N) を平均 0、標準偏差 1 の正規乱数で発生さ
せ、シミュレーションデータを作成する。
シミュレーション回数 1000、説明変数の数 r = 2, 5, 8、

データ数 N = 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000 とす
る。AIC最小モデルが真のモデルと一致した数を図 1 ∗1

に示す。

図 1 AIC最小モデルが真のモデルと一致した数

図 1 から、モデルの候補の数が多くなるにしたがっ
て、AIC最小化法によって一意にモデルを決定すること

が、必ずしも正しくない場合が多くなることがわかる。
したがって、モデル集合を導くことが必要となる。
5.2 モデル集合の傾向
ここでは、モデル集合がどのような傾向をもって決定

されているかを観察する。
真のモデルにおいて、0に置き換えられた説明変数の数

を iとする。r = 5、N = 100に対して、i = 0, 1, 2, 3, 4
のときの、Holmの方法によるモデル集合の大きさの分
布を図 2 に示す。シミュレーション回数は、それぞれ
1000とする。

図 2 Holm の方法によるモデル集合の大きさ
(i = 0, 1, 2, 3, 4)

図 2 からわかるとおり、それぞれ 2i 部分に大きく山
ができている。つまり、モデル集合は、真のモデルの構
造に依存して、その大きさが決定されているということ
がわかる。
いくつかのモデル集合を観察すると、真のモデルM∗、

モデル集合に含まれるモデルMi (i = 1, 2, · · ·)につい
て、すべてのMi において、M∗ ⊆ Mi となっているこ
とがわかった。したがって、0に置き換えられた説明変
数のすべての組合せ 2i 個だけ、モデル集合にモデルが
含まれるということがわかる。
その他のほとんどの場合においても同様である。した

がって、モデル集合に含まれるすべてのモデルの積集合
をとることによって、真のモデルの構造を知ることがで
きると考えられる。
5.3 積集合による真のモデルの予測精度
ここでは、r = 5、N = 100 に対して、εi の標準偏

差が σ = 0.1, 1.0 のときの、前述した積集合による真
のモデルの予測の精度を観察する。シミュレーション回
数は、それぞれ 1000 回とする。ただし、積集合によっ
て予測された真のモデルは、必ずしもそのモデル集合
に含まれているとは限らないことに注意する。結果を図
3(σ = 0.1)、図 4(σ = 1.0) *1に示す。
図 3、図 4からわかるとおり、σ が比較的小さい場合

には、積集合による予測において、AIC を大きく上回

*1 1: N = 10, 2: N = 20, 3: N = 50, 4: N = 100, 5:
N = 200, 6: N = 500, 7: N = 1000



図 3 積集合による真のモデルの予測の精度 (σ = 0.1)

図 4 積集合による真のモデルの予測の精度 (σ = 1.0)

る結果が得られる。しかし、σ が大きくなると、単純な
積集合による予測では、ある程度のデータ数を採らない
と、十分な結果を得ることができない。これは、誤差項
が大きくなると、総じて、モデル集合が大きくとられる
ことに帰着する。

6 解析例

下平 [8] と同様に、新生児の体重データ (佐和 [6]) を
用いて解析を行う。説明変数の数は r = 4、データ数は
N = 15である。24 = 16個のモデル候補について考え
る。解析結果について、p値が上位 8個のモデルを表 3
に示す。
有意水準を 0.05とすると、Holmの方法、BH法とも

に上位 2 個のモデルが選択された。積集合の考え方で
は、2番目のモデル {1, 2, 3}が適切な予測を与えるモデ
ルであると考えられる。しかし、説明変数の数に対して
データ数が十分であるとは言えないので、真に効いてい
る説明変数を取りこぼさないという意味でも、1番目の
フルモデルを選択することが無難であるかもしれない。
下平 [8] では、有意水準 20% で、モデル集合に

{1, 2, 3, 4}、{1, 2, 3}、{1, 3, 4}、{1, 3}、{1, 2}、
{1, 4} 、{1, 2, 4}、{1}の 8個のモデルが選ばれた。そ
のうち、TICの立場から、{1}だけを選ぶのも一つの手
であると述べている。

表 3 新生児の体重データにおけるモデル候補
の AICと p値 (上位 8個)

モデル AIC p値
1 {1, 2, 3, 4} 155.8572 ―
2 {1, 2, 3} 157.3471 0.06174
3 {1, 3, 4} 160.4402 0.01030
4 {1, 3} 163.0421 0.00373
5 {1, 2} 163.9788 0.00233
6 {1, 4} 164.6006 0.00171
7 {1, 2, 4} 163.9263 0.00151
8 {1} 165.7155 0.00121

7 おわりに

本研究では、多重性を考慮するにあたって、BH法を
用いることによって、従来の FWERを制御する多重比
較法に比べて検出力を上げることができた。
シミュレーションを重ねた結果、本研究で導いたモデ

ル集合は、ある傾向をもって決定され、その傾向から真
のモデルを予測すること可能であることがわかった。し
かし、実用上の場面では、多重共線性がある場合や誤差
項が大きい場合、また比較するモデルの候補が多い場合
などにさらなる検討の余地がある。
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