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1 はじめに

産業用ロボットにおいて，材料コストや運搬コストを考
慮すると，ロボットアームは軽量化をすることが望まし
い．また，軽量化によって作業の高速化や省エネルギー
化といった効果も期待できる．しかしながら，軽量化は
剛性の低下に繋がり，その結果として，それまで影響が
少なかったアームの弾性変形や弾性振動を無視すること
ができなくなってしまう問題が発生する．そこでアーム
の弾性変形や弾性振動を抑止，または補償する制御が必
要となる[1][2]．
本研究では弾性変形や弾性振動を抑止する非線形PID制
御設計法を提案する．PID制御は身近な家電製品から発電
所といった大型なプラントまで幅広く用いられている制
御手法であり，パラメータの決定方法は数多く提案され
ており，また経験的に調節が行えるなど非常に汎用性が
高く，産業界における主力の制御手法といえる．これに対
して非線形PID制御はPID制御を改良した制御手法で，現
在も多くの研究者によって研究が行われている．非線形
PID制御はPID制御と同様の構造をしているものの，PID
制御が定数ゲインを用いているのに対し，非線形PID制御
のゲインはシステムの状態や入力関数として与えられる
もので，その結果としてPID制御に比べ減衰性や即応性を
向上させることが可能となっている．佐藤らはハイゲイ
ン適応制御を応用し，オンラインで適応的にPIゲインが
調節されるPI制御法を提案し，パラメータが変動する場
合であっても所望の制御性能を達成できることを示した
[3]．湯場崎らは経験的に調節を行っていたPIDパラメー
タを各入力項目に対してそれぞれ単一入力ルール群を構
築することでルール数を大幅に削減したif-then形式のファ
ジイ制御によって決定を行った[4]．
今回提案する方法はPID制御に非線形のフィードバック
補償を加えた構造になっており，非線形項によって制御
性能の向上を図っている．また，システム全体の安定性
が非線形項の影響によって損なわれることが無いように
リアプノフの安定定理によってシステムの漸近安定性を
保証している．制御入力の構造は線形項と非線形項から
成るArmstrongらの研究[5]を参考にした．Armstrongらの
方法では線形項のゲインを何らかの方法で決定しなくて
はならず，また，非線形項のゲインの決定方法が確立さ
れていないという問題点がある[5][6][7]．そこで，提案す
る方法ではこの問題をリカッチ代数方程式に帰着させる
ことで，ある評価規範を最小にするようなゲインを求め
る最適制御問題として定式化する方法を採用した．また，
オフセットと呼ばれる定常状態における目標値と制御量
の差を解消する，また立ち上がりを良くすることで整定
するまでの時間を短くするなどという目的に応じた非線
形項の設計方法も提案する．
理論の検証は1-リンクフレキシブルアームを対象として

行った．フレキシブルアームとは柔軟なロボットアーム
の簡単なモデルで，アーム部を軽量化しており，非常に
振動的なシステムである[8]．そこで，アームのしなりを
バネに見立てた単純化モデルを用いることによって集中
定数系としてモデリングを行った[9]．以上のことをふま
え，得られた制御則をフレキシブルアームのシミュレー
ション，及び実験を行うことで理論の有効性の考察，検
証を行った．

2 非線形PID制御設計

線形時不変のシステムの状態空間表現が以下のように
与えられているとする．

ẋ = Ax + Bu (1)

y = Cx (2)

ここで，A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×nである．また可
制御かつ可観測なシステムであると仮定する．このシス
テムを安定化させる非線形PID制御において制御入力u(t)
を以下の様式で与えるとする．

u(t) = −K (t)x(t) (3)

K (t) = K0 + sk1(x)m1k1(x)K1 + sk2(x)m2k2(x)K2 · · · (4)

これは線形の状態フィードバックに非線形なフィードバッ
ク項が追加されている様式となっている．K (t) ∈ Rm×nは
時変の状態フィードバックゲインであり，K0 ∈ Rm×nは
線形の状態フィードバックゲイン，K1，K2，· · · ∈ Rm×nは
非線形項の状態フィードバックゲイン，m1 , m2 , · · ·は
非線形項の大きさを調節するための非負定数，k1(x)，k2(x)
，· · · : Rn → [0，1]は非線形項の適用範囲を決定するための
非負関数，sk1(x)，sk2(x) · · · : Rn → {0，1}は非線形項を適用
するかしないかを決定する切換関数である．

2.1 漸近安定性の保証

切換関数の決定にあたり，リアプノフの安定定理を用
いて大域的漸近安定性が保証されるようにする．

• リアプノフの安定定理とは次のような定理である．
1. ある正定関数V(x)が平衡点を含む閉領域Σにおいて，

xに関して連続で，1次偏導関数を持つ

2. 時間微分V̇(x)が不定関数である

3. ∥x∥ → ∞のときV(x)→ ∞の条件を満たす
この1，2の条件を満たすときに，平衡点x = 0が漸近安定
になるという定理である[10]．さらに3の条件を満たすと
き，上記の結果は大域的に成立する．V(x)が正定関数か
つその導関数V̇(x)が準負定もしくは負定関数となるとき
このV(x)をリアプノフ関数と呼ぶ．リアプノフ関数の候
補を以下の様な2次形式とする．

V(x) = x(t)TPx(t) (5)



Pが正定対称行列であれば，V(x)は正定関数となる．
ここでski = 0 (i = 1,2, · · · )の場合を考えると，(1), (3),

(4)式よりẋ(t) = (A − BK0)x(t)を得る．このときV̇(x)は

V̇(x) = x(t)T(ATP+ PA − K0
TBP− PBK0)x(t) (6)

となる．K0は最適レギュレータ問題を解いて得られる最
適ゲインとして与える．
フィードバックゲインK0を次式のように決定する．

K0 =
1
2

R−1BTP (7)

(6)，(7)式より

V̇(x) = x(t)T{PA + ATP− PBR−1BTP}x(t) (8)

を得る．リアプノフ関数の導関数が負定関数になるため
には，QLを正定対称行列として，

PA + ATP− PBR−1BTP = −QL (9)

が満たされればよい．(9)式はリカッチ方程式と呼ばれる
もので，{A，B}が可制御であれば，この方程式の唯一の正
定対称解Pが存在する．また，(7)式のK0は評価規範

J =
∫ ∞

0
{x(t)TQL x(t) + 2u(t)TRu(t)}dt (10)

を最小にする最適レギュレータ問題を解いて得られる最
適ゲインとなっている．次にski , 0 (i = 1,2, · · · )の場合を
考えると，

V̇ = −x(t)T{QL + sk1(x)m1k1(x)Qk1 + · · · }x(t) (11)

となる．ただし，Qk i = K i
TBTP + PBK iである．ここか

ら，常にリアプノフ関数が負定となるための切換条件が
求まる．すなわち，ski = 0 x(t)TQk i x(t) ≤ 0のとき

ski = 1 x(t)TQk i x(t) > 0のとき

という条件で非線形項を切換することで，リアプノフ関
数の導関数は常に負定とすることができる．よって，い
かなるK i (i = 1，2，· · · )を用いてもシステム全体の漸近安
定性は保証される．

2.2 過渡特性と定常特性の改善のための非線形項設計

制御に求められる要求は大きくわけて次の通りである．

1. 安定性

2. 過渡特性

3. 定常特性

このうち，システムの安定性については前節で大域的
漸近安定性を示した．そこで，提案法では2つの非線形項
によって過渡特性と定常特性の改善を試みる．
過渡特性が良いとは，目標値到達時間が短く，オーバー
シュートや弾性振動を起こさないことを意味する．目標
値到達時間を短縮するためには，立ち上がりを速くすれ

ばよい．従来の線形制御では，立ち上がりを速くするた
めにゲインを高くする方法が用いられてきた．しかしな
がら，ゲインを高くすることによりオーバーシュートや，
弾性振動を引き起こす可能性もある．これは，目標値近
傍においてゲインが高すぎることが原因である．
定常特性が良いとは，オフセットを残すことなく目標
値に追従することを意味する．オフセットを解消するた
めには，偏差の積分を用いる方法が考えられる．これは
偏差が小さくなった際に目標値の近傍で収束することが
ないようにすることを目的としているため，偏差が大き
い場合は積分を用いる必要はないといえる．
そこで，提案法では非線形項の適用範囲を決定する非
負の非線形関数ki(x)を用いて，偏差の大きさによって非
線形項の適用範囲を限定する方法を提案する．これは過
渡特性を改善するための非線形項であれば，偏差が大き
いときにはこの関数の値を1とし，偏差が小さくなると0
となるようなki(x)を設計する．また定常特性を改善する
ための非線形項であれば，偏差が大きいときは0，小さく
なるにつれて1となるようなki(x)を設計することで，非線
形項の適用範囲を任意に指定するものである．
非線形項のゲインK iは目的に応じて，新たにレギュレー
タ問題を解いて得られる最適ゲインを用いることにする．
つまり，過渡特性の改善には状態変数の重みを大きくと
る，定常特性の改善には積分の重みを大きくとるといっ
たように重みQk i，Rを決め，評価規範

Ji =

∫ ∞
0
{x(t)TQk i x(t) + u(t)TRiu(t)}dt (12)

を最小にするゲインK i = Ri
−1BTPiを用いる．ただし，Pi

は次のリカッチ方程式を満足する唯一の正定対称解である．

PiA + ATPi − PiBRi
−1BTPi = −Qk i (13)

これらを用いることで目的に応じた非線形項が作成可能
となる．

2.3 提案法と従来法との違い

Armstrongらの従来法[5][6][7]ではフィードバックゲイ
ンK0をPIDゲインとして与え，リアプノフの安定定理に
よって安定性の保障を行っている．しかしながら，PIDパ
ラメータの決定及び調節は熟練の技術者であれば容易で
あるかもしれないが，そうでない者にとって容易である
とは言い難い．そこで，提案法では最適レギュレータ問
題を解くことでフィードバックゲインを求める方法を採
用した．これにより状態変数を早く収束させたい，ある
いは制御入力の大きさを大きくしたくないといった要求
があったとして，重みを指定するだけで容易にゲインを
導出することが可能となり，ゲインの調節も重みを変化
させることで容易に可能である．
また，従来法では非線形項のゲイン決定方法が確立され
ておらず，非線形項のゲインは線形項の比例ゲインを用
いるといった方法が用いられていた．非線形項のゲイン
選択が何らかの評価規範を基に行われていないため，果
たしてそれがふさわしいのかという問題が生じる．提案
法では，非線形項のゲインを線形項と同様に最適レギュ



レータ問題として求めることで，評価関数を最小にする
ような状態フィードバックゲインとして与えることとし
た．非線形項の用途によって何を重視するかは異なって
くるため，評価関数の重みを目的によって変更する，ま
た，ki(x)を目標値と制御量との偏差によって変動する非
線形関数として与えることで，非線形項が効果を及ぼす
範囲を指定することが可能となり，立ち上がりの改善や
オフセットの解消といった目的に応じた非線形項の設計
が可能となった．従来法では非線形項が目標値に近づく
につれて与える影響が小さくなるように設計していたた
め，提案法のように過渡特性や定常特性の改善といった
目的に応じて非線形項を設計することはできず，提案法
のほうが適応範囲が広いと考えられる．

3 フレキシブルアームによる理論検証

2章で得られた非線形PID制御則の理論検証を行うため
1-リンクフレキシブルアームによるシミュレーション及
び実験を行った．

3.1 シミュレーションによる検証

1－リンクフレキシブルアームの状態ベクトルxを[
θ γ θ̇ γ̇

∫
γ
]T
とし，u(t) = Vとする．

システムの状態空間表現は下式で表される．ここで，θ，
γ，Vはそれぞれアーム根元の角度，アーム先端の絶対的
な角度，入力電圧である．

ẋ =



0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

−708.8762 708.8762 −37.0218 0 0
444.6350 −444.6350 0 0 0

0 1 0 0 0





θ

γ

θ̇

γ̇∫
γ



+



0
0

65.1134
0
0


V (14)

y =
[
0 1 0 0 0

]
x (15)

(4)式において，線形項のゲインK0はシステムの挙動
に最も影響を与えるため，このゲインが高すぎるとシ
ステムが振動的になる恐れがある．そこで，K0はハイ
ゲインにならないように，重みをQL = diag(50，10
，10−1，1，10−10)，R = 5とした．(7)，(9)式よりK0 =[
3.2112 −1.4791 0.0833 0.0999 0

]
を得た．K0のみ

を用いて制御を行うと，これは最適レギュレータ制御に
相当する．図2の破線がそのときの応答波形である．振動
的にならないように重みを選択した結果，緩やかに目標
値
π

4
に追従していくことがわかる．

1つ目の非線形項によって過渡特性の改善を図る．K1

はθの収束が早くなるよう，重みをQk1 = diag(20，2
，0，0，10−10)，R1 = 30と選択して求めた．このと
きK1 =

[
0.8341 0.0223 0.0221 0.0352 0

]
となった．

k1(x)は偏差が小さくなったときに，この非線形項が影響

を及ぼさないように設計する．今回は図1のk1(破線)のよ
うな非線形関数を選択した．横軸は目標値と制御量との偏
差の絶対値であり，縦軸はその際のk1(x)の大きさである．

2つ目の非線形項によって定常特性の改善を図る．K2は
オフセット解消のために積分の重みを大きくして，Qk2 =

diag(10，1，0，0，50)，R2 = 20と選択して求めた．この
ときK2 =

[
1.5576 0.0832 0.0406 0.0683 1.5811

]
と

なった．k2(x)は図1のk2(実線)のような非線形関数を選択
し，目標値近傍でこの非線形項が作用するようにした．
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図 1: scale ofk1(x) andk2(x)

m1，m2は非線形項の大きさを調節する働きをし，オー
バーシュートが起きないように値を決定する．今回はm1 =

1，m2 = 0.8を選択した．
図2に今回提案する非線形PID制御と最適レギュレータ
制御とのシミュレーション結果を示す．
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図 2: comparison between NPID and LQ

実線が今回提案する非線形PID制御の応答(NPID)であ
り，破線が最適レギュレータ制御の応答(LQ)である．
図2を見てわかるとおり，どちらも振動的になったりオー
バーシュートを起こすことなく目標値

π

4
に追従している

ことがわかる．提案する非線形PID制御の非線形な項を除
くと最適レギュレータ制御となることは先ほど述べたが，



非線形な項を追加することでオーバーシュートを起こす
ことなく目標値に追従している．これは非線形な項の影
響を与える範囲をki(x)によって決定したことによって，目
標値近傍でハイゲインとならないためである．γの値が

π

3
を超えた辺りで非線形PID制御の応答の傾きが変化してい
るところを見ても，1つ目の非線形項によって立ち上がり
が改善され，その結果として目標値近傍に到達するまで
の時間を短縮できていることがわかる．シミュレーショ
ンでは最適レギュレータ制御にオフセットが残らなかっ
たため，オフセットの解消のための2つ目の非線形項の有
効性は確認できないものの，整定するまでの時間が非線
形PID制御は最適レギュレータ制御の半分以下と，非常に
素早く目標値に追従していることがわかる．

3.2 実験による検証

前節で得られた制御則を実制御対象に搭載し実験を行っ
た．図3は最適レギュレータ制御実験(鎖線)，非線形PID
制御実験(実線)，及び非線形PID制御シミュレーション(破
線)との比較である．
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図 3: comparison between simulation and experiment

非線形PID制御実験ではオフセットの解消のための非線
形項を追加しているため最適レギュレータ制御実験で残っ
たオフセットは残らなかった．オフセットが残った原因
は摩擦によるものであり，積分の効果によってこれを解
消することができたといえる．よってシミュレーション
で確認できなかった2つ目の非線形項の有効性を確認でき
た．最適レギュレータ制御に比べて立ち上がりも改善さ
れ，またオーバーシュートの発生や，応答が振動的にな
ることもなく目標値に追従している．これらシミュレー
ションと実験の結果より，提案する非線形PID制御則が1-
リンクフレキシブルアームを制御するにあたり有効であ
ると確認できたといえる．

4 おわりに

本研究で得られた成果を以下に示す．

1. 非線形PID制御のパラメータ決定を最適レギュレー
タ問題として定式化

2. 目的に応じた非線形項の設計

3. リアプノフの安定定理を用いた非線形PID制御の安
定性保障

4. 実機による理論の有効性の確認

本研究で提案する制御手法はArmstrongらの従来法[5]を
基に，これを拡張したものである．線形項によってシステ
ムのおおまかな振る舞いを規定し，2つの非線形項によっ
て過渡特性と定常特性の改善を図った．このとき，シス
テム全体が漸近安定となることをリアプノフの安定定理
を用いて示した．
提案法が現実の問題に対して有効であるかどうかを1-
リンクフレキシブルアームのシミュレーション，および
実験によって検証を行った．その結果，非常に振動的な
特性を持つアームが振動やオーバーシュートすることな
く目標値に追従し，提案法の有効性を確認することがで
きた．
今後の課題としては，外乱抑止を行うための非線形項
を新たに追加することで，外乱が加わっても素早く定常
状態に収束させることなどがあげられる．
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