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1 はじめに

堀内 [5]では、すべての対比較を同時に検定するテュ－
キー (Tukey) の方法と対比較をおこなう際にステップダ
ウン (step-down) 法（下降手順）を用いるテュ－キー・
ウェルシュ (Tukey-Welsch)の方法を理解し、それらをプ
ログラム化した。

そこで今回は、最近の多重比較法について、どのよう

な方法論が存在するのかを理解したいと考えた。調べを

進めていくうちに、FDR(False Discovery Rate) を制御
する多重比較法が多く見られた。この方法は、従来の第

1種の過誤確率 (FWER)を制御する多重比較法とは異な
り、棄却された仮説のうち、誤って棄却された帰無仮説の

割合 (FDR) を制御しているところが大きな違いである。
この考え方は Benjamijni and Hochberg[1]によって提案
されたものであり、それに付随して考え出された手法がい

くつか存在していることが分かった。本論文では、BH法
(Linear step-up procedure)、adaptiveBH法、Two-stage
法 (Two-stage linear step-up procedure) 、BY法を取り
上げた。そして、BH法、ABH法、BY法、SNK法のプ
ラグラミングをおこない、それらについてのシミュレー

ション評価をおこなった。

さらに、Webを用いた多重比較の実現は、perlで書か
れた CGI ファイルから R(統計解析ソフト) を呼び出し、
関数を実行し、その結果を返すようなものを作成した。

2 FDR(False Discovery Rate)の概念と定義

同時に m 個の仮説を検定する問題を考える (m0 は未

知の真の帰無仮説の数とする)。Rは、棄却される仮説の
数である (太字で確率変数を表す記号法は Benjamini and
Hochberg [1]の考え方に従った)。表 1は、状況を伝統的
な形式にまとめたものである。特定の m個の仮説は、前

もって知られているとする。R は、観測可能な確率変数
であり、U,V,S,Tは、観測不可能な確率変数である。

検定
非有意 有意 計

真の帰無仮説 U V m0

偽の帰無仮説 T S m−m0

計 m−R R m

表 1 m個の帰無仮説を検定する際に犯された過誤の数

帰無仮説を誤って棄却することによって犯される過誤

の割合は、確率変数 Q = V
(V+S) (棄却された帰無仮説の

うち、誤って棄却された仮説の割合) によって調べるこ

とができる。V + S = 0(間違った棄却の過誤を犯すこと
ができない、つまり 1つも仮説が棄却されない) の時は、
Q = 0と定義する。また、vや sの値 (小文字は実現値を
意味している)が分からないので、Qは観測できない（未
知の）確率変数であり、実験やデータ分析をおこなった後

でさえ、このような q = v
(v+s) は求めることができない

値である。そこで Benjamini and Hochberg[1]は、Qの
期待値をとったものを FDRとし、Qe を以下のように定

義した。

Qe = E(Q) = E

(
V

V + S

)
= E

(
V
R

)

つまり、FWER(真の帰無仮説が 1つでも棄却される確
率)を制御するのではなく、FDR(帰無仮説のうちの真の
帰無仮説の割合)を制御することによって検出力の増加を
期待できるかもしれないと考えたのである。

3 FDRを制御する多重比較法

以下で、本論文で研究した方法の手順を説明する。な

お、Two-Stage法 [3]と BY法 [4]については省略した。
3.1 BH法

仮説 H1,H2, · · · ,Hm はそれぞれの仮説に対応した p

値（有意確率）P1, P2, · · · , Pmを持つと仮定する。さらに、

昇順に並べ替えられた p 値を P(1) ≤ P(2) ≤ · · · ≤ P(m)

と表し、P(i) に相当する帰無仮説は H(i) と定義する。ま

た、有意水準のようなもの (FDR の割合を全体としてど
れぐらいに抑えたいのかという基準となる値)を q∗(通常
は 0.05)とする (Benjamini and Hochberg[1]参照)。

手順 1 P(i) ≤
i

m
q∗ を満たす i(= 1, 2, · · · ,m)の中で最大

の値 k を定める。

手順 2 仮説 H(i); i = 1, 2, · · · , k をすべて棄却する。ま

た、もしそのような kが存在しないならば、どの仮

説も棄却することなく終了する。

3.2 Adaptive BH 法

最初の条件は BH法と同じである [2]参照。

手順 1 基準値 q∗ で BH法を実行する。もし 1つも仮説を
棄却することができないならば、終了する。それ以

外ならば手順 2へ進む。
手順 2 計算式 Si = 1−P(i)

m+1−i によって、Si を計算する (i =
1, 2, · · · ,m)。

手順 3 i = 2からスタートし、Si ≥ Si−1 を満たしている

限り iを増加させていく。Si < Si−1 と初めてなっ



た時の Si を保持する。最後まで Si ≥ Si−1 なら

ば、i = mとして手順 4に進む。
手順 4 m̂0 = min([ 1

Si
+1],m)とする ([　]はガウス記号)。

手順 5 最も大きな有意確率 P(m) からスタートし、P(k) ≤
k

m̂0
q∗ を満たす kが初めて現れるまで P(i) と

i
m̂0

q∗

を段階的に比較していく。

手順 6 有意確率 P(k) を持つ仮説と P(k) より小さい有意確

率を持つそれ以降すべての仮説を棄却する。つま

り、仮説 H(i); i = 1, 2, · · · , k すべてを棄却する。

4 Webによる多重比較法

perl で書かれた CGI ファイルから R(統計解析ソフ
ト) を呼び出し、関数を実行し、その結果を返すような
ものを作成した。掲載手法は、一元配置分散分析に加え、

FWERを制御する方法として、Tukey法、Tukey-Welsch
法、Peritz 法を、FDR を制御する方法として、BH 法、
ABH 法、SNK 法を掲載した。データの入力形式は BH
法、ABH法がベクトルデータ、それ以外の 4手法は行列
データである。それぞれラジオボタンでデータの形式と

解析手法をクリックし、実行させる形式となっている。ま

た、BH法、ABH法についてはデータ構造も選択しない
と解析できないようになっている。

5 シミュレーション

5.1 過去の比較研究

Benjamini and Hochberg[1]では、BH法、Bonferroni
の方法、Hochbergの方法の 3手法を取り上げ、仮説間が
独立な場合の検出力のシミュレーションをおこなってい

た。結果は、真の仮説と偽の仮説がどんな割合で混じっ

ていても検出力は BH 法がすべて勝っていた。つまり、
FWERを制御する多重比較法よりも FDRを制御する多
重比較法の方が検出力が高いことを示している。

また、FDRを制御する多重比較法のシミュレーション
比較として、Benjamini and Hochberg[2]では、BH法と
ABH法が比較されていた。仮説間が独立な場合、検出力
が BH 法よりも高い手法として提案されていた ABH 法
が、極端な仮説の配置を除いて勝っていた。

さらに、一番多くの手法をシミュレーション比較して

いる Benjamini, Krieger and Yekutieli[3] では、本論文
で取り上げていないような手法がいくつか提案されてい

て、様々な状況下でのシミュレーションがなされていた。

この論文では、真の仮説と偽の仮説の割合、仮説間の相関

(正の相関)、仮説数をいろいろと変化させてシミュレー
ションをおこなっていた。結果として、仮説間が独立な場

合、ABH法は、Two-Stage法よりも検出力が高いこと。
また、このような状況下では最も高い検出力が得られる手

法として、Resamplingをおこなう方法が示されていた。
5.2 シミュレーション

私は、以下の 4種類の方法において、さまざまな状況下
でのシミュレーション評価をおこなっている論文が見当

たらなかったので、取り組んだ。また、Two-Stage 法に
ついては、特殊な場合でのシミュレーション評価が書かれ

ている論文 [3]内の正の相関がある場合のシミュレーショ
ン結果を見てみると、ABH 法のほうが Two-Stage 法よ
りも高い値をとっていたので、同じ状況で使用できる方法

の中の代表として ABH 法を選び、Two-Stage 法につい
てはシミュレーション評価をおこなっていない。

(シミュレーションの目的)
• BH法、ABH法、BY法、SNK法が FDRを

0.05以下に保てているのかを確認する。

(シミュレーションパターン)
1＜仮説間が独立な場合＞

(パターン 1)
2＜仮説間がすべて正の相関である場合＞

(パターン 2,3,4,8,9)
3＜仮説間に負の相関がある場合＞

(パターン 5,6,7,10)

(シミュレーション方法)
正規乱数を用いて、1 標本検定をおこなった。ここで

は、真の帰無仮説を平均 0、偽の帰無仮説を平均 1とし、
シミュレーション回数は 10000回である。
パターン 1については、それぞれ独立に P 値を生成し、

仮説間に正の相関構造を持たせる場合、パターン 2はコレ
スキー分解を用いて生成し、パターン 3,4については移動
平均を用いて、仮説間に相関構造を持たせた。さらに、負

の相関構造を持たせる場合、パターン 5,6については、移
動平均を取ったものを反転させることによって生成した。

また、パターン 7については対比較の設定で、2標本検
定をおこなった。真の帰無仮説を平均が等しい、偽の帰無

仮説を平均の差が 1であるとし、P 値を生成した。

(シミュレーションの正当性)
BH 法については、特殊な場合でのシミュレーション

評価が書かれている論文 [3] のデータを、ABH 法につい
ては、ABH 法が提案されていた論文 [2] のデータを用い
てシミュレーションの正当性を確認した。それぞれの手

法における FDR値は、論文のものとほぼ同じ FDR値を
取っていた。

BY 法については、手順からも分かるとおり q∗∗∗ =

q∗/
m∑

j=1

( 1
j )とし、q∗ の代わりに q∗∗∗ を用いて、BH法を

おこなっている点に注目してほしい。これは、仮説数に依

存して、基準値である q∗ を 0.05 からそれよりも小さな
値になるように調整しているので、保守的な方法であるこ

とに間違いは無い。従って、BY法はかなり厳しく FDR
を制御している方法なのである。また、(佐藤ら [6])でも
BY法はかなり保守的な方法であると書かれていた。



6 シミュレーションによる評価と考察

6.1 ＜パターン 1(独立)＞

•真の仮説と偽の仮説の配置を 5:5,15:5,25:5,10:10, 20:
10, 5:15,15:15,10:20,5:25の 9パターンを考えシミュレー
ションをおこなった。

すべての場合において ABH 法の FDR 値がその他の
方法の FDR値よりも勝っていることが分かった。また、
データ間に相関がある場合に用いると記されていた BY
法は、相関がない場合は FDR値はかなり低く、かなり保
守的な方法であることが分かった。さらに、BH法におい
て、真の仮説の数を 5に固定して表を見た場合、FDR値
は減少しているが、逆に偽の仮説の数を 5に固定して表を
見た場合、FDR値は増加していた。それに比べて、ABH
法の FDR値においては、いずれの場合も安定した FDR
値を取っていた。

6.2 ＜パターン 2,3,4(正の相関)＞

•変数間のすべての相関係数が cor=0.1,0.5,0.9の 3パ
ターンにおいて、独立な場合と同様の 9パターンを考えシ
ミュレーションをおこなった。表は、5:5,10:10,20:10 の
パターン別 FDR値である。
この結果から言えることは、BH 法と BY 法は、FDR
値が 0.05以下に保たれていて、ABH法においては、真の
仮説が総仮説数の 1/2 以上存在する場合で、仮説間の相
関が 0.5 以上のもはほとんど FDR 値が 0.05 を上回って
いた。それ以外の場合では、ほぼ全部 ABH法が一番高い
FDR値を取ることが分かった。従って、データ間に相関
関係がある場合でも、BH法を手法として用いることは間
違いではないことが分かった。また、仮説間に正の相関関

係がある場合、ABH法を適用することは正しくない。さ
らに、BY法は仮説間に相関関係がある場合でも、かなり
保守的な方法論であるといえる。

• 隣り合う仮説間には強い正の相関があり、離れている
仮説間には弱い正の相関がある場合 (パターン 3,4)。
パターン 3において、BH法と ABH法では、仮説の配

置 (真と偽)が異なっていても FDR値は 2手法とも安定
して保たれていた。以前の結果から、ABH法は仮説間に
正の相関関係 (cor=0.5,0.9)がある場合、FDR値は 0.05
を超えていたが、今回は BH法とほぼ同じ値を取り、FDR
値はいずれの場合も 0.05以下に保たれていた。
パターン 4においては、真の仮説が多いと高い FDR値

を取っており、偽の仮説が多いと低い FDR 値を取って
いた。

6.3 ＜パターン 5,6,7(負の相関)＞

この場合も独立な場合と同様の 9 パターンを考え、シ
ミュレーションをおこなった。表は、5:5,10:10,20:10 の
パターン別 FDR値である。
•仮説間に正の相関と負の相関が交互に現れる相関構造
がある場合。つまり、真の仮説の中身がすべて正の相関を

持っていて、真の仮説と偽の仮説の間で負の相関を持つよ

うな構造の場合（上図:パターン 5）。
ABH 法はいずれの場合も、FDR 値が 0.05 を超えて

いた。それに対して、BH 法は ABH 法よりも安定した
FDR値を得ることができて、尚且つ FDR値が 0.05以下
に保たれていた。さらに、BH 法は仮説の配置 (真と偽)
が異なっていても FDR値を安定して保っていた。
• 仮説間で適度に正と負が混じり合ったような相関構造

を持つ場合（上図:パターン 6）。
いずれの手法も FDR 値が 0.05 以下に保たれていて、

BH法と ABH法は、ほとんど同じような FDR値を取っ
ていた。しかし、真の仮説の数が 5の場合のみ、BH法と
ABH 法の FDR 値に差が見られた。値としては、ABH
法が BH法よりも高い FDR値を取っていた。また、いず
れの手法も仮説数が増加するにつれて、FDR値が減少し
ていっていた。



•対比較をおこなった場合 (パターン 7)。
全部で 5群あるうち、平均 0:平均 1が 5:0,4:1,3:2,2:3,

1:4,0:5の計 6パターンを考えている。全体的に正の相関
や負の相関が混じっていて、仮説間の相関構造が 0.5前後
であっても、いずれの手法で FDR 値が 0.05 以下に保た
れていることが分かった。また、ABH 法の FDR 値は、
いずれの場合も安定しており、非常に高い FDR値を取っ
ていることが分かった。さらに、BH法において、仮説が
すべて真の場合 (5:0,0:5) は FDR 値は高く、仮説に真と
偽がほぼ均等に配置されている場合 (3:2,2:3)は、他より
も厳しめに FDR値を守っていることが分かった。
また、SNK 法は、平均値がどのような配置でも FDR

値を 0.05 以下に保てていることは既に証明済みである
が、確認のためシミュレーションをおこなった。その結

果、FDR 値は誤差を除けば 0.05 以下に保てていること
が確認できた。

6.4 ＜パターン 8,9,10＞

• 偽の仮説の数を固定して、真の仮説の数を増やして
いった場合 (パターン 8,9 は正の相関を持つもので、パ
ターン 10は負の相関を持つものである)
最大仮説数 100 まではパターン 3,4,6 と同じ結果とな
り、いずれも FDR値は 0.05以下に保たれていた。

7 まとめ

◦ BH法は仮説間にどのような相関関係があっても、安
定した検定結果がえられる手法である。従って、仮説間が

独立ではなく、相関関係 (正と負)があったとしても、あ
る程度信頼性のある結果を得ることができる。

◦ ABH 法はある特殊な状況 (正の相関が強く、仮説に
真の仮説が多く含んでいる場合や仮説間に正の相関と負

の相関が交互に現れる場合)を除けば、BH法と同様な安
定した FDR値を得ることができる手法である。さらに、
ABH法は仮説間に相関がない場合や低い場合、対比較を

おこなう場合においては、BH法に勝る。
◦ BY法は BH法と同様、仮説間にどのような相関構造

があっても、用いることは可能である。しかし、FDRを
制御する多重比較法の立場から見るとかなり保守的な手

法である。

8 おわりに

本論文では、最近の多重比較法の動向を調査、研究する

ことを目的とした。その中で、FDRを制御する多重比較
法を発見し、それに付随した方法も含めた形でシミュレー

ション評価をすることができた。そこでは、BH法の安定
性、ABH法が強い状況、などを確認することができた。
また、Web による多重比較法の実現として、従来の多

重比較法に加え、FDRを制御する多重比較法も掲載する
ことができた。

今後の課題として、どのような場合にどのような手法を

用いれば適切なのかを明確にすることである。今のとこ

ろ、仮説間に相関構造があったとしても、BH法を適用す
ることは間違いではないと考えられる。
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