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1 はじめに

オプション価格の導出に用いられる Black/Scholes
(1973) モデルでは, ボラティリティと呼ばれる原資産
価格変化率の 2 次のモーメントは満期まで一定であると
仮定される. 近年ボラティリティは日々確率的に変動する
という考えが主流になってきており, そうしたボラティリ
ティの変動を明示的に定式化するものをボラティリティ

変動モデルという. 本論文ではこのボラティリティ変動モ
デルを使って日経 225 オプション価格とそのヘッジパラ
メータを計算し, どのモデルが一番ヘッジングに適してい
るかを比較する.

2 ボラティリティ変動モデルによるオプショ
ン価格付けモデル

2.1 ボラティリティ変動の定式化

本論文では, ボラティリティ変動の定式化として,
GARCH, EGARCH モデルを用いる. そこて, まず最
初にこれらのモデルについて説明を行う.
まず, 収益率 (または, 価格変化率) Rt を t− 1期におい

て予測可能な変動 µt と予測不可能な変動 εt の和

Rt = µt + εt (1)

として表す. 以下では, µt を期待収益率, εt を予測誤差と

呼ぶ. ボラティリティ変動モデルでは, さらに予測誤差 µt

を, 常に非負の値をとる σt と期待値 0, 分散 1 の過去と独
立で同一な分布に従う確率変数 zt との積

εt = σtzt, σt > 0, zt ∼ i.i.d.,

E(zt) = 0, Var(zt) = 1 (2)

として表す. この σt の２乗した σ2
t を Rt のボラティリ

ティと呼ぶ.
ボラティリティ σt の変動の定式化として最もよく

用いられているのは, Engle (1982) によって提案さ
れた ARCH モデルを一般化した Bollerslev (1986) の
GARCH モデルである. ボラティリティの変動を定式化
する上で必ず考慮に入れなければならないことは, ボラ
ティリティのショックには持続性があり, ボラティリティ
が上昇 (低下) した後にはボラティリティが高い (低い) 期
間がしばらく続くことである. こうしたボラティリティに
対するショックの持続性を考慮し, GARCH モデルを用
いる.

σ2
t = ω + βσ2

t−1 + αε2t−1, ω > 0, β, α ≥ 0. (3)

ここで、パラメータに非負制約を課すのは σ2
t の非負性を

保証するためである.

GARCH モデルを改良するに当たって注目されたのが,
株式市場で観測されるボラティリティ変動の非対称性で

ある. 株式収益率のボラティリティは, 株価が上がった日
の翌日よりも株価が下がった日の翌日の方が上昇する傾

向があることが経験的に知られており, それを考慮した
Nelson (1991) の提案した EGARCH モデルを用いる.

GARCH モデルでは, 左辺を σ2
t にしていた. これに

対して, Nelson (1991) の提案した EGARCH モデルで
は,左辺を ln(σ2

t )にする. こうすることにより, パラメー
タに非負制約が必要なくなるだけでなく, 負の値をとり
得るような変数でも右辺に説明変数として加えること

が可能になる. EGARCH モデルでは過去の収益率の
予測誤差 εt−1 をボラティリティ σt−1で割って基準化し

た zt−1(= εt−1/σt−1) を右辺に加えることにより, ボラ
ティリティ変動の非対称性を捉えようとしている. 本論文
の分析では, 次のような EGARCH モデルを用いる.

ln(σ2
t ) =ω + β ln(σ2

t−1) + γzt−1

+ α(|zt−1| − E(|zt−1|). (4)

この式は,zt−1 > 0であれば,

ln(σ2
t ) =ω + β ln(σ2

t−1) + (α + γ)|zt−1|
− αE(|zt−1|).

となるのに対して, zt−1 < 0であれば,

ln(σ2
t ) =ω + β ln(σ2

t−1) + (α − γ)|zt−1|
− αE(|zt−1|).

となる. そこで, EGARCH モデルでは,γ < 0 であれば,
予期せず価格が上がった日の翌日よりも予期せず価格が

下がった日の翌日の方がボラティリティがより上昇する

ことになる.
2.2 期待収益率の定式化

オプション価格の導出では, ボラティリティの定式化だ
けでなく, (1) 式の期待収益率 µt をどのように定式化す

るかが重要になる. 本論文では, 投資家の危険中立性を仮
定した定式化を行う. 本論文では, 原資産の t − 1 期から
t 期の収益率 (価格変化率) を Rt = (St − St−1)/St−1 で

定義する. ただし, St, St−1 は t 期と t − 1 期の原資産価
格を表す. 収益率をこのように定義すると, 投資家の危険
中立性を仮定した場合には, 期待収益率 µt は安全資産の

金利 r と等しくなければならないので, (1) 式は,

Rt = r + εt. (5)

となる. 本論文では, 安全資産の金利 r にはコールレート

(無担保) を用いている.



2.3 誤差項の分布

誤差項 zt は平均 0, 分散 1 の過去と独立で同一な分布
に従うというだけで, 具体的な分布については仮定してこ
なかった. 資産収益率の分布は正規分布よりも裾が厚いこ
とが古くから知られている. そこで, 本論文では, zt の分

布として, 標準正規分布だけでなく, 分散を 1 に基準化し
た t 分布も用いる. ただし, その場合には, t 分布の自由

度 ν も未知パラメータとして推定する. また, EGARCH
モデル (4) 式の右辺にある E(|zt − 1|) は, zt が標準正規

分布に従う場合には
√

2/π, 基準化した t 分布に従う場合

には
√

(ν − 2)/πΓ((ν − 1)/2)/Γ(ν/2)である.ただし,Γ(
・)はガンマ関数を表す.
本論文では, GARCH モデルと EGARCH モデル

の誤差項が正規分布のモデル（以下では GARCH-n,
EGARCH-n とする）とGARCH モデルと EGARCH モ
デルの誤差項が t分布のモデル（GARCH-t, EGARCH-
t) を利用してオプション価格の導出およびヘッジングを
行う.
2.4 オプション価格の導出方法

投資家が危険中立的な場合,ヨーロッパ型オプションの
価格は満期におけるオプション価格の期待値を安全資産

の金利 r で割り引いた割引現在価値となる. すなわち, T

期が満期で権利行使価格 K のコール・オプション, プッ
ト・オプションの t 期の価格 Ct, Pt は次のように表さ

れる.

Ct = (1 + r)−(T−t)E[Max(ST − K, 0)], (6)

Pt = (1 + r)−(T−t)E[Max(K − ST , 0)]. (7)

ここで, ST はオプションの満期 T 期の原資産価格で

ある. ボラティリティ変動モデルを利用する場合, 右
辺の期待値は解析的に求められないので, シミュレー
ションによって評価する. ST のシミュレーションを行

い,(S(1)
T , ..., S

(n)
T ) が得られたとする. n が十分大きけれ

ば, 期待値は以下の式によって評価できる.

E[Max(ST − K, 0)]

≈ 1
n

n∑
i=1

Max(S(i)
T − K, 0), (8)

E[Max(K − ST , 0)]

≈ 1
n

n∑
i=1

Max(K − S
(i)
T , 0). (9)

EGARCH-n モデル の場合, 以下のアルゴリズムにより
オプション価格 Ct, Pt を導出できる.

1) 標本 {Rt−1000, ..., Rt} を使って, EGARCH-n
モデルの未知パラメータを最尤推定する.
2) 互いに独立な標準正規分布から {z(i)

t+1, ...,

z
(i)
T }n

i=1 をサンプリングする.
3)2)でサンプリングされた値を EGARCH-n モデ
ルに代入して, {R(i)

t+1, ..., R
(i)
T }n

i=1 を計算する. た

だし, 未知パラメータの値は 1) で推定された値と
する.
4)次の式を使ってオプションの満期 T 期における

原資産価格 (S(1)
T , ..., S

(n)
T ) を計算する.

S
(i)
T = St

T∏
s=t+1

(1 + R(i)
s ), i = 1, ..., n. (10)

5)次の式からオプション価格 Ct, Pt を計算する.

Ct≈ (1 + r)−(T−t) 1
n

n∑
i=1

Max(S(i)
T − K, 0),

Pt≈ (1 + r)−(T−t) 1
n

n∑
i=1

Max(K − S
(i)
T , 0).

GARCH-n モデルでも同様にオプション価格を導出で
きる.

EGARCH-t モデルの場合には, 上のアルゴリズムの
1)-3) を次のように書き換えるだけでよい.

1’) 標本 {Rt−1000, ..., Rt} を使って, EGARCH-t
モデルの未知パラメータを最尤推定する.
2’) 互いに独立な分散１に基準化された自由度 ν の

ｔ分布から {z(i)
t+1, ..., z

(i)
T }n

i=1 をサンプリングする.
ただし、ν は 1’)で推定された値とする.
3’)2’)でサンプリングされた値を EGARCH-t モデ
ルに代入して, {R(i)

t+1, ..., R
(i)
T }n

i=1 を計算する. た
だし, 未知パラメータの値は 1’)で推定された値と
する.

2.5 準乱数の利用

本論文では、上のアルゴリズムに従ってオプション価

格を計算する際に、準モンテカルロ法を用いる. 準乱数と
しては、Faure による多次元の low-discrepancy 列を用
いる.low-discrepancy 列は, Īk := [0, 1]k で一様に分布す
る確率変数の期待値計算に使われる点列である. したがっ
て準モンテカルロ法で, 多次元正規分布や多次元 t分布に

従う確率変数を扱うためには, 逆関数法を使って, Īk で一
様に分布する確率変数の問題に変換する. ボラティリティ
変動モデルでヨーロピアン・コール・オプション価格を求

めるとき, そのペイオフ関数は (8)であり, これは満期 T

の株価にのみ左右されるので, その関数は T 次元の関数

f(x1, x2, ..., xT ) で表せる. xt が平均ゼロ, 分散 σ2
t の正

規分布に従うとき, その期待値 E[f(x1, x2, ..., xT )] は

E[f(x1, x2, ..., xT )] =∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
f(x1, x2, ..., xT )

1√
2πσ2

1

e
−

x2
1

2σ2
1

· · · 1√
2πσ2

T

e
−

x2
T

2σ2
T dx1dx2 · · · dxT (11)

となる. また正規分布の分布関数を

Φ(x) =
∫ x

−∞

1√
2πσ2

1

e−
z2

2σ2 dz



とおいて,

yt = Φ(xt) (t = 1, ..., T )

とすると, 定積分 (11)は変数変換

xt = Φ−1(yt) (t = 1, ..., T ) (12)

により区間 [0, 1]T の定積分

E[f(x1, x2, ..., xT )] =
∫ 1

0

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

f(Φ−1(y1), Φ−1(y2), ...,Φ−1(yT ))dy1dy2 · · · dyT (13)

となる. (12) 式の逆関数 Φ−1(yt) は解析的には求まらな
いので次の近似式を用いる.
正規分布のパーセント点の近似式 (山内 (1965) の近似

式):

u(Q) = [y(2.0611786 − 5.7262204
y + 11.640595

)]
1
2 , (0 < Q ≤ 0.5)

y = − ln[4Q(1 − Q)].
Q : 上側確率, u(Q) : パーセント点 (14)

定積分 (13) は T 次元の low-discrepancy 列 {ui} =
{(u(1)

i , u
(2)
i , ..., u

(T )
i )} により評価できる. 解は

E[f(x1, x2, ..., xT )] ≈

1
N

N∑
i=1

f
(
Φ−1(u(1)

i ), Φ−1(u(2)
i ), ...,Φ−1(u(T )

i )
)

(15)

で得られる.
また,自由度 ν の t 分布に従うときも逆関数は解析的に

は求まらないので次の近似式を用いる. ただし, 以下で言
う u は上の正規分布のパーセント点の近似式に出てきた

u(Q)のことである.
自由度 ν の t分布のパーセント点の近似式 (山内 (1968)

の近似式)：

t(ν)≒ u +
Y1(u)

ν
+

Y2(u)
ν2

+ . . . +
Yi(uα)

νi

Y1(u) =
1
22

(u3 + u)

Y2(u) =
1

25・3
(5u5 + 16u3 + 3u)

Y3(u) =
1

27・3
(3u7 + 19u5 + 17u3 − 15u)

Y4(u) =
1

211・32・5
(79u9 + 776u7 + 1, 482u5

−1, 920u3 − 945u)

Y5(u) =
1

213・32・5
(27u11 + 339u9 + 930u7

−1, 782u5 − 765u3 + 17, 955u)

ただし, この近似式によって発生させた自由度 ν の t分布

の乱数は, 平均 0, 分散 ν/(ν − 2) であるので, この分散
が σ2

t 等しくなるような自由度 νt をその都度選ぶ必要が

ある.

3 ヘッジ戦略

3.1 デルタ・ヘッジと戦略

ヘッジとは, 株式とコール・オプションのように相反す
るポジションを適切に組み合わせることで, 現資産価格の
変動に対応するポートフォリオの価値の変動を減少させ

ることを指す. デルタ・ヘッジは, コールオプションが現
資産価格によって左右するため, 現資産価格の変化に対す
るコールオプションの変化の比率をデルタ (∆) としたと
き, デルタ分原資産を購入 (売却) し, 1 単位コールオプ
ションを発行 (購入) することによって, 次の時点までの
変化を 0 にする戦略である. 具体的には次のような式が
成り立つ.(プット・オプションでも可能だが本論文では扱
わない)

∆t =
Ct+1 − Ct

St+1 − St
(16)

ここで, ∆t は t 時点のデルタである. 本論文では一ヶ月
間このデルタ・ヘッジを行い, デルタの値を時点ごとに
変化させ, ポートフォリオを組み直していき, モデルのパ
フォーマンスを分析する. 本論文でのデルタ・ヘッジの
目的は２つあり, パフォーマンスの分析とそこからどれだ
け利益を得るかである. パフォーマンスの分析では, 実際
のオプション価格の値は関係なく, モデルによって得たオ
プションの理論値とデルタの値によって, どれだけ株式が
ヘッジされるかをみればよい. 利益を得るには, 実際のオ
プション価格の値と理論値との差額を, どれだけ利益に結
びつけるかを考えるため, 本論文では次のような考え方で
ヘッジングを行う.

1) 実際のオプション価格 (Ct)とモデルによって得
た理論値 (Ĉt)とを比較する.
2)Ĉt < Ct なら実際のオプション価格は高いと判

断できるので, オプションを発行し, 株式をデル
タ分だけ購入し, 差額の利益を得ることを考える.
Ĉt > Ct なら実際のオプション価格は安いと判断

できるので, オプションを購入し, 株式をデルタ分
だけ売り, 差額の利益を得ることを考える.

3)1)2) を繰り返して満期までポジションを変化さ
せていく.

ポジションが逆転した日には, 一度ポジションを開放させ
た上で, 改めてポジションを持つことにする.
3.2 ヘッジパラメータの算出

(16) 式のデルタの値は, 連続モデルでは次のように
なる.

∆t =
∂Ct

∂St

本論文では, サンプル・ペイオフを微分する方法によって
デルタの値を求める. i番目のサンプル・ペイオフは

C
(i)
T = (1 + r)−(T−t)Max(ST − K, 0)



となる. サンプル・ペイオフ C
(i)
T の St による微分によっ

て求まるサンプル・デルタは, S
(i)
T を介する合成関数の微

分を用いて

∆(i)
t =

∂C
(i)
T

∂St
=

∂C
(i)
T

∂S
(i)
T

∂S
(i)
T

∂St
(17)

のようにできる.

∂C
(i)
T

∂S
(i)
T

= (1 + r)−(T−t)1{S
(i)
T

≥K} (18)

である. ただし 1{S
(i)
T

≥K} は S
(i)
T ≥ K のとき 1 をと

り, それ以外では 0 である. また, 式 (12)より

∂S
(i)
T

∂St
=

S
(i)
T

St
(19)

となる. (17)(18)(19)より

∆(i)
t =

∂C
(i)
T

∂St
= (1 + r)−(T−t)1{S

(i)
T

≥K}
S

(i)
T

St
(20)

となる. このサンプル・デルタをシミュレーションのパ
スごとに計算し, その期待値を計算すればデルタが得られ
る. デルタを算出するアルゴリズムはオプション価格を計
算する際のアルゴリズムに次の手順を加えることで求め

られる. (2.5節の右段のアルゴリズム 5)の続き)　
6)次の式からデルタを算出する

∆t ≈ (1 + r)−(T−t) 1
n

n∑
i=1

1{S
(i)
T

≥K}
S

(i)
T

St
(21)

3.3 ヘッジングの比較

どのモデルがヘッジングのパフォーマンスが良いかを

比較する指標には, 平均誤差 (Mean Error ; ME) と平均
2 乗誤差 (Root Mean Square Error ; RMSE) を用いる.
これらは,次のように定義される.

ME =
1

T − 1

T−1∑
i=1

{(∆tSt − Ct) − (∆tSt+1 − Ct+1)},

RMSE =

√√√√T−1∑
i=1

{(∆tSt − Ct) − (∆tSt+1 − Ct+1)}2

これを 36 ヶ月分調べてパフォーマンスを分析する. ME
によってバイアスの有無を, RMSE によって理想（リス
ク０）からの乖離度を比較する.

4 結論

ヘッジングのパフォーマンスについて分析した結果, 次
の結論が得られた.

1) 全ての行使価格で日経 225変化率の誤差項の分
布を正規分布よりも t 分布にしたほうがヘッジン

グのパフォーマンスはよい.

2) 日経 225 変化率のボラティリティの非対称性
を考慮した EGARCH モデルと, 考慮してない
GARCH モデルでは, ボラティリティの高さに
よってパフォーマンスが変わってくる.
3) 行使価格の高いオプションをヘッジングに利用
すると, 投資額が低い分安定しているが, 利益も少
なく, 異常に株価が変動する月には大きく損失する
恐れがある. よって行使価格はある程度低いものを
ヘッジングに利用するのが適している.
4)4 つのモデルともヘッジングのパフォーマンス
に差があるものの, どのモデルでもヘッジングの誤
差をオプションの誤差から生まれる利益の範囲内

に抑えることができ, 利益を出すことに成功してい
る. ただし, 取引費用等は考えない.
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