
安定多様体法を用いた倒立振子の非線形最適制御
2020SC014 林優作
指導教員：陳幹

1 はじめに

最適制御は現代制御理論における基本問題で
あり, その中でも非線形制御においてはハミル
トン・ヤコビ方程式の求解が困難であるため,
線形制御と比較して深く研究されていない.
本論文では坂本ら [1]によって提唱された安定
多様体法によるハミルトン・ヤコビ方程式の求
解を行い, 得られた解を用いた制御則の検証を
行う. 制御対象は倒立振子を用い, 運動方程式
の導出, 安定多様体法によるハミルトン・ヤコ
ビ方程式の求解, 制御のシミュレーションの順
で説明する.

2 状態方程式の導出と問題設定

本論文の目的である非線形最適制御の検証の
ため, 制御対象の状態方程式を導出する. 制御
対象を図 1に示す.

図 1 倒立振子のモデル

入力 uを用いて τ = τmu − τθ θ̇0 とし, 状態変数

x = [θ, θ̇]T とすると, 状態方程式は以下のよう
になる.

ẋ = f(x) + Bu (1)

f(x) =

 θ̇

(mgl sin θ − Dθ̇ − τθ θ̇)/(ml2 + I)


B =

 0
τm/(ml2 + I)


本論文では, 倒立振子の最適制御問題を考える.
評価関数を以下に示す.

J =
∫ ∞

0
(xT Qx + uT Ru)dt (2)

Q = diag
[
1, 1

]
, R = 1

3 安定多様体法

ハミルトン・ヤコビ方程式を以下のように定
める.

H = pT f(x) − 1
2

pT BR−1BT p + 1
2

xT Qx (3)

なお, ハミルトンの正準方程式は以下のように
定まる.

ẋ = f(x) − BT R−1Bp (4)

ṗ = −pT ∂f

∂x
(x) − Qx (5)

f(x) を原点で線形化して Ax, A ∈ R2×2 とし,
Riccati方程式の安定化解P ,F = A−BT R−1BP
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としたときの SF + F T S = BT R−1B の解 S を
用いて T 行列を以下のように定める.

T =

I S

P PS + I


[x, p]T = T [x′, p′]T のように座標変換を行う
と, (4),(5)から以下の式が導出される.

ẋ′ = Fx + ns(x′, p′) (6)

ṗ′ = −F T x + nu(x′, p′) (7)

なお, ns, nu は x′, p′ の 2次以上の項である.
[2]によると, (6),(7)は以下のように書き換えら
れ, kの数が増えるほど (3)の解に近づく.

ẋk+1(t) = Fxk+1(t) + ns(xk(t), pk(t)) (8)

ṗk+1(t) = −F T pk+1(t) + nu(xk(t), pk(t)) (9)

4 シミュレーション

(8) (9)に対応する計算を k = 18まで行った.
横軸を θ, 縦軸をH(xk, pk)としたときの応答を
図 2に示す. 数値を出力すると k = 18において
0 ≤ θ ≤ 1.49[rad]まで安定化できていた.
次に倒立振子の制御シミュレーションを行う.

図 2 θに対するH(x, p)の応答

θ の初期値を 1.49[rad] とし, 非線形最適制御
(nonliner)を加えた時の θと uの時間応答を,線
形制御 (liner)の応答と合わせて図 3に示す. 結
果から, どちらも一定時間後に θ = 0に制御で

きており, 評価関数の値を計算すると, 非線形
最適制御では J ≃ 3.44, 線形制御では J ≃ 3.55
となり, 非線形最適制御の方が制御性能が高い
ことが分かる.

図 3 θ(t)及び u(t)の時間応答

5 おわりに

本論文では制御対象のモデリング, 安定多様
体法を用いたハミルトン・ヤコビ方程式の求
解, 得られた解を用いた非線形最適制御の検証
を行った. シミュレーションでは安定領域内で
の制御が可能なことを確認すると同時に, 線形
制御との比較を行い, 評価関数の値から非線形
最適制御の方が優れていることを確認した. 今
後の課題として, 入力に制限を加えるなど実機
に近いモデルでのシミュレーションを行うこと
や, 安定化領域を θ = π まで広げ, 振り上げ制
御を可能にすることなどが挙げられる.
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