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1 はじめに

本研究では，漸近理論を考え，シェフェの方法を基に
指数分布モデルにおける対数対比の多重比較法について
考察する．そして，考察した理論に基づいて C言語プロ
グラムを作成し，地震の発生間隔について解析を行う．

2 モデルの設定

表 1 k群モデル
群 サイズ データ 平均 分布関数

第 1群 n1 X11, · · · , X1n1 µ1 1− e−x/µ1

第 2群 n2 X21, · · · , X2n2 µ2 1− e−x/µ2

...
...

...　　
...　　

...
...

...

第 k 群 nk Xk1, · · · , Xknk µk 1− e−x/µk

ある要因 Aがあり，k個の水準 A1, · · · , Ak を考える．
水準 Aiにおける標本の観測値 (Xi1, Xi2, · · · , Xini)を第
i 標本または第 i 群とよび，平均が µi である密度関数
(1/µi) e

−x/µi(x > 0) をもつ指数分布とする．さらに，
すべてのXij は互いに独立であると仮定する．総標本サ
イズを n ≡ n1 + · · · + nk とおく．第 i 群の標本平均
X̄i. ≡ (1/ni)

∑ni

j=1 Xij が，µiの一様最小分散不偏推定量
である．ここで，その推定量を µ̂i = X̄i. で表記する．

3 対数対比の多重比較法

Rk(k次元ユークリッド空間)の部分集合 Ck を

Ck ≡

{
c ≡ (c1, · · · , ck)

∣∣∣∣∣
k∑

i=1

ci = 0 , c ̸= 0

}

で定義する．c ∈ Ck のとき，
k∑

i=1

ci logµiを対数対比とい

い，定数 ci を対数対比係数と言うことにする．1つの対
数対比の仮説は，c ∈ Ck に対して

　　帰無仮説 Hc :

k∑
i=1

ci logµi = 0

vs. 対立仮説 HA
c :

k∑
i=1

ci logµi ̸= 0

となる．すべての帰無仮説からなるファミリーを F ≡{
Hc | c ∈ Ck

}
で定義する．

4 漸近的な多重比較検定法

文献 [1]の命題 2より，

(条件 1) lim
n→∞

ni

n
= λi > 0　 (1 ≦ i ≦ k)

を仮定したとき，n → ∞として，
√
n(log µ̂i − logµi)

L−→ Yi ∼ N

(
0,

1

λi

)
(i = 1, · · · , k) (1)

が成り立つ．ただし， L−→は分布 (法則)収束を表す．
このことから，スラツキーの定理より，

ci
√
n(log µ̂i − logµi)

L−→ ciYi ∼ N

(
0,

c2i
λi

)
が成り立つ．そして，文献 [2]の定理 3.39と系 3.6より，

k∑
i=1

ci
√
n(log µ̂i − logµi)

L−→
k∑

i=1

ciYi ∼ N

(
0,

k∑
i=1

c2i
λi

)
(2)

が成り立つ．また (条件 1)より，

1√
k∑

i=1

n
ni
c2i

P−→ 1√
k∑

i=1

c2i
λi

(3)

が成り立つ．ただし， P−→は確率収束を表す．
(2)，(3)に対してスラツキーの定理より，

Tc(µ) ≡

k∑
i=1

ci
√
n(log µ̂i − logµi)√

k∑
i=1

n
ni
c2i

L−→ N(0, 1)

が成り立つ．Tc(µ)の分子を Sc(µ)とし，

Sc(µ)

=

k∑
i=1

ci
√
n(log µ̂i − logµi)

=

k∑
i=1

√
n

ni
ci

×
√
ni

(log µ̂i − logµi)−
k∑

j=1

nj

n
(log µ̂j − logµj)


と表現できる．ここで，

Tc ≡

(
k∑

i=1

ci
√
n log µ̂i

)2

k∑
i=1

n
ni
ci2

, T ∗
c (µ) ≡

{Sc(µ)}2
k∑

i=1

n
ni
ci2

とおく．Hc の下で，Tc = T ∗
c (µ)である．

{Sc(µ)}2 についてシュワルツの不等式を適用すると，

{Sc(µ)}2 ≦
(

k∑
i=1

n
ni
ci

2

)
×

 k∑
i=1

ni

{
(log µ̂i − logµi)−

k∑
j=1

nj

n (log µ̂j − logµj)

}2


1



の関係が成り立つ．ゆえに，

T ∗
c (µ) ≦ T0(µ)

≡
k∑

i=1

ni

(log µ̂i − logµi)−
k∑

j=1

nj

n
(log µ̂j − logµj)


2

が成り立つ．(条件 1)，(1)より，

T ∗
c (µ) ≦ T0(µ)

L−→
k∑

i=1

λi

Yi −
k∑

j=1

λjYj

2

が成り立つ．そして λ1 + · · · + λk = 1より，文献 [2]の
定理 3.23を適用すると，Hc の下で，

Tc = T ∗
c (µ) ≦ T0(µ)

L−→ χ2
k−1 (4)

の関係が成り立つ．ただし，χ2
k−1は自由度 k− 1のカイ

二乗分布を表す．

自由度 k− 1のカイ二乗分布の上側 100α%点を χ2
k−1(α)

とおく．このとき，次の定理 1を導くことができる．

定理 1 {帰無仮説 Hc vs. 対立仮説 HA
c | c ∈ Ck}に対

する水準 αの漸近的な多重比較検定法は以下で与えられ
る．

(1) Tc > χ2
k−1(α)ならば，帰無仮説Hcを棄却し，対立

　　仮説HA
c を受け入れ，

k∑
i=1

ci logµi ̸= 0と判定する．

(2) Tc < χ2
k−1(α)ならば，帰無仮説Hc を棄却しない．

5 漸近的な同時信頼区間

(4)と同様に，

T ∗
c (µ) ≦ T0(µ)

が成り立ち，T0(µ)は漸近的に自由度 k− 1のカイ二乗分
布に従う．ここで，

lim
n→∞

P
(
任意の c ∈ Ckに対して T ∗

c (µ) < χ2
k−1(α)

)
≧ lim

n→∞
P
(
T0(µ) < χ2

k−1(α)
)
= 1− α

が示される．これにより，次の定理 2を導くことができる．

定理 2 c ∈ Ck に対して，
k∑

i=1

ci logµiについての信頼係

数 1− αの漸近的な同時信頼区間は，

k∑
i=1

ci log µ̂i −

√
χ2
k−1(α)

k∑
i=1

c2i
ni

<
k∑

i=1

ci logµi <
k∑

i=1

ci log µ̂i +

√
χ2
k−1(α)

k∑
i=1

c2i
ni

で与えられる．

6 C言語プログラムによるデータ解析

6.1 プログラムの解説

文献 [4]を参考にして，多重比較検定と同時信頼区間の
結果を求める C言語プログラムを作成した．プログラム
の詳細な内容は，卒業論文の第 6章に載せている．

6.2 データの内容

2022年 3月 16日に発生した福島県沖地震で，特に大き
な揺れ (震度 5弱以上)を観測した地域である，東北地方，
茨城県，栃木県，新潟県を震源地とする，マグニチュード
3以上の地震の発生間隔をデータとして解析を行った.

表 2 各群の内容
群 サイズ 期間

第 1群 86 2021年 10月～12月
第 2群 73 2022年 3月 16日～3月 22日
第 3群 30 2022年 3月 23日～3月 29日
第 4群 131 2022年 4月～6月

6.3 実行結果と考察

α = 0.05として，すべての対比較について C言語プロ
グラムにより解析を行った結果，すべての帰無仮説で棄
却された．そして同時信頼区間の結果より，地震の発生
間隔について次の不等式を得た．

µ2 < µ3 < µ4 < µ1

⇔ 2022年 3/16～3/22 < 2022年 3/23～3/29

　　　　　 < 2022年 4月～6月 < 2021年 10月～12月

地震の発生間隔が短いということは，地震が多く起きて
いると考えることができる．ゆえに，福島県沖地震で特に
大きな揺れを観測した地域を震源地とする地震は，2022

年 3/16～3/22 が最も多く，福島県沖地震が発生してか
ら時間が経つにつれて減少していることが分かる．また，
2022年 4月～6月の方が，2021年 10月～12月よりも多
くの地震が発生していることが分かる．

7 おわりに

本研究では，指数分布モデルにおける対数対比の多重
比較法について考察した．そして，C言語プログラムを
用いて実際のデータを解析することで，より理解を深め
ることができた．
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