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形式体系を用いた証明の分析 

－数学的帰納法を中心として－ 

2017SS031 加藤舞羽 

指導教員： 佐々木克巳

1 はじめに 

本研究の目的は，数学的帰納法を用いた証明を形式

体系における証明図を用いて表現することで，その証明

の理解を深めることである． 具体的には，数学的帰納法

を用いて証明されている 11個の命題に対し，その命題の

証明を形式体系の証明図で表現し，文献で与えられて

いる日本語証明との比較などから，証明すべき命題の正

確な内容，適切な日本語証明の表現，数学的帰納法を

用いる際の注意点などを分析し，その理解を深める． 

11 個の命題の分析は，個別の分析の他に，その種類

ごとの傾向もまとめた．本稿では，そのうちの「∀𝑛𝑃(𝑛)」の

形の前提条件がある問題の分析結果を示す．2 節で分

析に必要なシークエントと証明図を導入し，3 節でその分

析結果を示す． 

2 シークエントと証明図 

この節では，佐々木[1]，[2]に従って，シークエントを

導入し，さらに，そのシークエントの変化により証明を表

現した証明図を導入する． 

 

2.1 シークエント 

 𝑛 + 1個の述語 𝑃, 𝑃1, … , 𝑃𝑛に対し，表現  

𝑃1, … , 𝑃𝑛 ⇒ 𝑃 

をシークエントという(𝑛 = 0,1,2, … )．“𝑃1 , … , 𝑃𝑛   をこのシ

ークエントの左辺，𝑃を右辺という(𝑛 = 0のとき，左辺は空

列を表す)．シークエントの左辺において，述語の重複と

順番は，異なっていても区別しないとする．シークエント

の意味は，「左辺に現れる述語から右辺の述語が導かれ

る」である．証明の構想においては，左辺が「使える性質

の列」，右辺は「導きたい性質」となる．また，必要に応じ

て論理記号∧(かつ)，∨(または)，→(ならば)，¬(～でな

い），限定記号∀𝑥（すべての𝑥に対して～），∃𝑥(ある𝑥が

存在して～），および矛盾を表す記号⊥を用いる．さらに，

述語を表すのに，𝑃, 𝑄, 𝑅, 𝑃1, 𝑃2, …を用いる．𝑥についての

述語は，𝑃(𝑥)と表すこともある． 

 

2.2 証明図 

 証明は推論を繰り返して構成される．故に，証明におけ

る各推論をシークエントの変化で表現できれば，証明も

シークエントの変化で表現できる．以後，𝑛個のシークエ

ント𝑆1, … , 𝑆𝑛からシークエント𝑆への変化を 

𝑆1  … 𝑆𝑛

𝑆
 

と表現し，これを推論規則という．各𝑆𝑖をそれぞれの推論

規則の上式，𝑆を下式という． 

    ある推論規則，
𝑆2

𝑆1
の下式𝑆1が，別の推論規則

𝑆3  𝑆4

𝑆

の上式𝑆3と等しいとき， 

𝑆2

𝑆1
  

𝑆4

𝑆
 

のように上に積み上げることができる．このように，ある

シークエントから，正しいと認めた推論規則を積み上げて

いき，正しいと認めたシークエントに到達した図式を証明

図という．本稿では，𝑃, 𝛤 ⇒ 𝑃を正しいと認め，次の推論

規則を正しいと認めて用いる．また，整数や演算の性質

などで，一般に正しいと認めているものは，本稿でも正し

いと認めることにする． 

𝑃(1), … , 𝑃(𝑘), 𝛤 ⇒ 𝑄

∀𝑛(𝑛 ≤ 𝑘 → 𝑃(𝑛)), 𝛤 ⇒ 𝑄
(∀→ 左) 

 

𝑃(𝑡), 𝛤 ⇒ 𝑄

∀𝑥𝑃(𝑥), 𝛤 ⇒ 𝑄
(∀左)     

 

𝛤 ⇒ 𝑃(1)  𝛤，𝑃(𝑘) ⇒ 𝑃(𝑘 + 1)

𝛤 ⇒ ∀𝑛𝑃(𝑛)
 (MI) 

 

 
𝛤 ⇒ 𝑃(1)       ∀𝑛(𝑛 ≦ 𝑘 → 𝑃(𝑛))，𝛤 ⇒ 𝑃(𝑘 + 1)

𝛤 ⇒ ∀𝑛𝑃(𝑛)
 (MI) 

ただし，𝛤は述語の有限列，(∀右)における𝑧は，その下

式において自由に出現しない変数，(∀左)における𝑡は

任意の項である．また，(∀→左)と 2 つの(MI)における，

𝑛，𝑘は正の整数を表し，2つの(MI)における𝑘はその下式

において自由に出現しない変数である．なお，2 つの

(MI)は数学的帰納法の原理を表す． 

本稿では，証明図を簡潔に表現するために，証明図の

各推論規則において，上式の左辺では下式左辺の部分

列を“↑”で表してもよいとし，上式右辺と下式右辺が一

致するときは，上式右辺を“↓”で表してもよいとする． 

3   分析結果 

本研究で対象とした 11 個の命題のうち，「∀𝑛𝑃(𝑛)」の

形の前提条件がある問題の分析結果を述べる．3.1 節で

その概要を示し，3.2節で具体例を 2つ挙げる． 

 

3.1 分析結果の概要 

この節では，「∀𝑛𝑄(𝑛)」の形の前提条件がある問題の

分析結果の概要を述べる．この問題では，「𝑛についての

数学的帰納法」の「𝑛」と条件「∀𝑛𝑄(𝑛)」の「𝑛」が混乱する

恐れがあるが，証明図では，示すべきシークエントにおい

て「∀𝑛」が左辺と右辺にそれぞれ現れることで明確に区
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別されている．この区別を意識することは，日本語証明の

正確な理解や適切な日本語証明とその表現につながる

と考える．なお，条件「∀𝑛𝑄(𝑛)」は，3.2 節の分析 1 では

漸化式，分析 2 では漸化式ではない形の問題文の条件

である．漸化式でない分析 2の方が漸化式の分析 1など

よりも，その区別は読み取りにくいと考える．このことから，

この区別は，漸化式以外の形で明記されているときに必

要とわかる． 

 

3.2 具体例 

この節では，本研究で扱った「∀𝑛𝑃(𝑛)」の形の前提条

件がある問題のうちの 2 題について，それらを証明図で

表現し，分析する．以下では，その各命題の証明と分析

を，「(証明すべき)命題」，「証明」，「証明図」，「考察」の

順に示す． 

分析 1． 

命題([4]): {𝑎𝑛}が次のように定められている． 

{
𝑎1 = 1

𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1 = 𝑛 + 1
 

このとき𝑎2𝑛 = 𝑛, 𝑎2𝑛−1 = 𝑛であることを証明せよ． 

証明: 前半(𝑎2𝑛 = 𝑛)の証明 

(ⅰ) 𝑛 = 1のとき，𝑎2 = −𝑎1 + 2 = −1 + 2 = 1だから， 

前半の等式が成り立つ． 

(ⅱ) 𝑛 = 𝑘のとき前半の等式が成り立つ，すなわち𝑎2𝑘 =

𝑘と仮定する．このとき𝑛 = 𝑘 + 1のときも前半の等式が

成り立つことが次のように示される． 

 𝑎2(𝑘+1) = 𝑎2𝑘+2 

         = 𝑎(2𝑘+1)+1 

         = −𝑎2𝑘+1 + 2𝑘 + 1 + 1 

         = −(−𝑎2𝑘 + 2𝑘 + 1) + 2k + 2 

         = 𝑎2𝑘 + 1 = 𝑘 + 1 

証明図：前半の証明図の下の方を図 1 に示す．ただし，

𝑛，𝑘は正の整数とする． 

 
 

考察：証明すべき命題において∀𝑛が左辺と右辺の 2ヶ所

に現れていて，3.1節で述べた区別が明確になっている． 

 

 

分析 2． 

命題([3]): 正の項からなる数列{𝑎𝑛}が，全ての自然数𝑛

に対して次の等式を満たすとき，一般項𝑎𝑛を求めよ． 

(𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛)2 = 𝑎1
3 + 𝑎2

3 + ⋯ + 𝑎𝑛
3 

また求めた一般項を数学的帰納法で証明せよ． 

証明: 𝑎𝑛 = 𝑛を示す． 

(ⅰ) 𝑛 = 1のとき，𝑎1
2 = 𝑎1

3より𝑎1
2(𝑎1 − 1) = 0である． 

𝑎1 > 0より𝑎1 = 1 だから，𝑎𝑛 = 𝑛である． 

(ⅱ) 𝑛 ≤ 𝑘のとき𝑎𝑛 = 𝑛が成り立つと仮定する．𝑛 = 𝑘 +

1のとき，𝑎𝑘+1 = 𝑘 + 1となることを示す． 

(𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑘 + 𝑎𝑘+1)2

= 𝑎1
3 + 𝑎2

3 + ⋯ + 𝑎𝑘
3 + 𝑎𝑘+1

3 

だから，帰納法の仮定より， 

(1 + 2 + ⋯ + 𝑘 + 𝑎𝑘+1)2 = 13 + 23 + ⋯ + 𝑘3 + 𝑎𝑘+1
3 

  {
1

2
𝑘(𝑘 + 1) + 𝑎𝑘+1}

2

= {
1

2
𝑘(𝑘 + 1)}

2

+ 𝑎𝑘+1
3 

である．これを整理すると， 

𝑎𝑘+1(𝑎𝑘+1 + 𝑘){𝑎𝑘+1 − (𝑘 + 1)} = 0 

となるので，𝑎𝑘+1 > 0より𝑎𝑘+1 = 𝑘 + 1である． 

証明図: 図 2に示す．𝑛, 𝑘は正の整数である． 

考察：図 2の一番下のシークエントにあるように，この問題

には，𝑛についての条件が 3 つ現れる．そのシークエント

では∀𝑛の範囲が明確に表現されているが，それを誤って

「∀𝑛(𝑎𝑛 > 0)⇒∀𝑛((𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛)2 = 𝑎1
3 + 𝑎2

3 +

⋯ + 𝑎𝑛
3 → 𝑎𝑛 = 𝑛)」のように，解釈してしまう可能性はあ

ると考える． 

4   おわりに 

 様々な証明問題について，証明図で表現することで，

日本語証明の誤りや証明する際の注意点，日本語証明

の表現の重要性に気付くことができた． 
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↑，𝑎2 = 1⇒↓                       ⋮ 

↑，𝑎2 = 2 − 1 ⇒↓   ↑，𝑎2𝑘+1+𝑎2𝑘+2 = 2𝑘 + 2⇒↓ 

↑，𝑎1 + 𝑎2 = 2 ⇒↓   ↑，𝑎2𝑘 + 𝑎2𝑘+1 = 2𝑘 + 1⇒↓ 

↑⇒ 𝑎2 = 1            ↑，𝑎2𝑘 = 𝑘 ⇒ 𝑎2(𝑘+1) = 𝑘 + 1 

𝑎1 = 1，∀𝑛(𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1 = 𝑛 + 1) ⇒ ∀𝑛(𝑎2𝑛 = 𝑛) 

図 1：分析 1 前半の証明図 

(MI) 

(∀左) (∀左) 

(∀左) 

↑，𝑎𝑘+1 = 𝑘 + 1⇒↓ 

↑，𝑎𝑘+1 > 0⇒↓ 

                 ↑，𝑎𝑘+1(𝑎𝑘+1 + 𝑘){𝑎𝑘+1 − (𝑘 + 1)} = 0⇒↓ 

                      (略) 

𝑎1 = 1⇒↓                       ↑，(1 + 2 + ⋯ + 𝑘 + 𝑎𝑘+1)2 = 13 + 23 + ⋯ + 𝑘3 + 𝑎𝑘+1
3⇒↓ 

𝑎1 > 0，𝑎1
2(𝑎1 − 1) = 0⇒↓           ↑，𝑎1 = 1, … , 𝑎𝑘 = 𝑘⇒↓ 

↑，𝑎1
2 = 𝑎1

3⇒↓                  ↑，(𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑘+1)2 = 𝑎1
3 + 𝑎2

3 + ⋯ + 𝑎𝑘+1
3⇒↓ 

↑⇒𝑎1 = 1                         ↑，∀𝑛(𝑛 ≤ 𝑘 → 𝑎𝑛 = 𝑛)⇒𝑎𝑘+1 = 𝑘 + 1 

∀𝑛(𝑎𝑛 > 0)，∀𝑛((𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 )2 = 𝑎1
3 + 𝑎2

3 + ⋯ + 𝑎𝑛
3)⇒∀𝑛(𝑎𝑛 = 𝑛) 

図 2：分析 2 の証明図 

(MI) 

(∀→左) 

(∀左) 

(∀左) 

(∀左) 


