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1 導入

線形判別分析 (LDA) は, R. A. Fisher によって基本的

な考え方が示された手法である [3]. また, V. N Vapnik,

A. Y. Chervonenkis が発表したサポートベクターマシン

(SVM)[1]は,現在最も広く利用されているパターン認識学

習アルゴリズムの一つであり,マージン最大化に基づき,主

に 2クラス問題に用いられる [2].ラベル付きの分類には統

計的手法の判別分析と機械学習の SVM の 2 種類があり,

本研究では分類の観点からこれらの比較を行う.

2 識別関数

2 クラスに分ける線形識別関数を考える. 係数ベクトル

はバイアスを含めてパラメータ ω = (ω0, ω1, . . . , ωd)
T , i

番目の学習用入力ベクトルは, xi = (1, xi1, . . . , xid)
T と定

義する.線形識別関数の識別境界は,入力データの次元を d

とすれば d− 1次元の超平面となる.識別関数は,

y = f(x;ω) = ω0 + ω1x1 + · · ·+ ωdxd = ωTx (1)

である.

3 フィッシャーの線形判別分析

2クラス (C1, C2)問題について考える.各クラスの学習

データの大きさをN1, N2 とする. k = 1, 2に対して変換前

の平均ベクトルは, µk = 1
Nk

∑
i∈Ck

xi となる.式 (1)より

変換後のクラスの平均を mk = ωTµk と表現できる.クラ

ス間の差の 2乗は,

(m1 −m2)
2 = (ωT (µ1 − µ2))

2 (2)

となり,これをクラス間変動という.値が大きいほどクラス

の分離がうまくできている.また,変換後の各クラスの散ら

ばりは,

S2
k =

∑
i∈Ck

(ωTxi −mk)
2 (3)

で,これをクラス内変動という.値が小さいほど各クラスの

データが密集できている.式 (2)を変形していくと,

(m1 −m2)
2 = ωT (µ1 − µ2)(µ1 − µ2)

Tω = ωTSBω

ここで SB = (µ1−µ2)(µ1−µ2)
T は変換前のクラス間変

動行列という.式 (3)を変形していくと,

S2
k = ωT

(∑
i∈Ck

(xi − µk)(xi − µk)
T

)
ω

変換後のクラス内変動は, 変換前のクラス内変動行

列 SW =
∑

i∈C1
(xi − µ1)

2 +
∑

i∈C2
(xi − µ2)

2 より,

S2
1 + S2

2 = ωTSWω となる.クラス間変動とクラス内変動

の比

J(ω) =
(m1 −m2)

2

S2
1 + S2

2

=
ωTSBω

ωTSWω

を最大化する解は, 一般化固有値問題をラグランジュの

未定乗数法で解く. λ を未定乗数と見立てて, ω で微分

すると, SBω = λSWω となる. SW が正則であれば,

S−1
W SBω = λω と書ける. (µ1 − µ2)

Tω はスカラーだか

ら, SBω = (µ1 − µ2)(µ1 − µ2)
Tω ∝ (µ1 − µ2) となり,

SBω が (µ1 − µ2)に比例することを用いて,

ω ∝ S−1
W SBω ∝ S−1

W (µ1 − µ2)

が最適な ωとなる.また, ω̂ = S−1
W (µ1 −µ2) とすると,判

別点を y 軸上で C1, C2 の中点として,線形識別関数は,

f(x) =
1

2
(µ1 −µ2)

TS−1
W x− 1

2
(µ1 −µ2)

TS−1
W (µ1 +µ2)

となる.

4 サポートベクターマシン

4.1 ハードマージン

2 クラス (C1, C2) 問題を考える. クラスラベル付き学

習データの集合を CL = {(ti,xi)}(i = 1, . . . , N) とする.

ti = {−1,+1}は教師データとする.式 (1)とパラメータ c

を用いて,分離超平面の式は ωTxi + c = 0と表現できる.

また,ラベル変数 ti を用いると, ti(ω
Txi + c) ≥ 1とまと

まる. M を最大化する条件式は,

max
ω,c

M,
ti(ω

Txi + c)

∥ω∥
≥ M (4)

となる.式 (4)を変形すると最適化問題は,

max
ω̃,c̃

1

∥ω̃∥
, ti(ω̃

Txi + c̃) ≥ 1

となる.最適化問題の主問題としてまとめると,

argmin
1

2
∥ω∥2

subject to ti(ω
Txi + c) ≥ 1

この問題はラグランジュ未定乗数法で解く. λ を未定乗数

と見立てて, λ = (λ1, . . . , λN )T (λi ≥ 0)とし,

1

2
∥ω∥2 −

n∑
i=1

λi(ti(ω
Txi + c)− 1) (5)

となる. ωと cについてそれぞれ微分し,そこから得られた

条件を式 (5)に代入すると次の双対問題が得られる.

1



argmax

n∑
i=1

λi −
n∑

i=1

n∑
j=1

λiλjtitjx
T
i xj

subject to

n∑
i=1

λiti = 0

4.2 ソフトマージン

線形分離不可能なデータを前提とし, 誤判別を許容する

方法である.分離超平面の反対側に入ることを許し,入り込

んだ距離をスラック変数 ξiで表し, ti(ω
Txi+c)−1+ξi ≥

0 と表現する.ソフトマージンの主問題を定義する.

argmin
1

2
∥ω∥2 + C

n∑
i=1

ξi

subject to ti(ω
Txi + c)− 1 + ξi ≥ 0, ξi ≥ 0

ハイパーパラメータ C は,誤識別数に対するペナルティの

強さを表し,大きければ大きいほど ∥ω∥の最小化より誤識
別数を小さくすることを優先する解が得られる. 適切な C

は交差確認法などで実験的に選ぶ必要がある. 未定乗数を

τi ≥ 0とし,ハードマージン同様に主問題に関するラグラ

ンジュ関数を求める. 主問題に対する双対問題は, ハード

マージンと同様に,

argmax

n∑
i=1

λi −
n∑

i=1

n∑
j=1

λiλjtitjx
T
i xj

subject to

n∑
i=1

λiti = 0, 0 ≤ λi ≤ C

となる.解ベクトルは ω̂ =
∑n

i=1 λitixi で得られる.

5 判別分析とサポートベクターマシンの比較

LDA と SVM における境界近くのデータに対する対応

を検証した. データは 2 変量 2 群のデータで, クラス 1 の

平均 (µ1, µ2) = (6, 6), 分散 (σ2
1 , σ

2
2) = (1, 1), クラス 2 の

平均 (µ1, µ2) = (0, 0), 分散 (σ2
1 , σ

2
2) = (1, 1), 相関係数

ρ = −0.5とする 2変量正規分布に従う乱数を用いた.これ

らのデータセットを 2 つ用意し, 片方には境界付近の点と

して (4, 4)を打ち込み,クラス 1に混ぜたものを用意した.

試行回数 3000回行い, LDAと SVMの傾きと切片の平均

と分散を比較した.各群 30個の結果を示す.

表 1 (4, 4)なしの場合

傾き-平均 傾き-分散 切片-平均 切片-分散
LDA −1.0115 0.0240 6.0373 0.2349

SVM −1.0393 0.0669 6.1243 0.7427

表 2 (4, 4)ありの場合

傾き-平均 傾き-分散 切片-平均 切片-分散
LDA −1.0110 0.0254 5.9644 0.2399

SVM −1.0518 0.1059 5.0573 0.7278

データの大きさを 30個にすると視覚的に図からも LDA

と SVM の精度の差が確認できる. LDA は分散が小さい

ことにより直線がまとまって見える. (4, 4) の有無による

LDAと SVMの変化も LDAの方が安定している.

図 1 3000本の識別境界直線.左上図:LDA (4, 4)なし,右上

図:SVM (4, 4)なし,左下図 LDA (4, 4)あり,右下図 SVM

(4, 4)あり

境界付近のデータに対して, LDA はデータの大きさが

大きくなるほど, 傾きと切片の分散は小さくなり精度が向

上する. これは LDA がデータの平均や分散から識別境界

線を求めているためである. 一方 SVM はデータの大きさ

が小さいと, 傾きの分散が大きくなり切片の分散は小さく

なった. これは境界付近のデータの影響を受けているため

と考えられる. 境界付近のデータがサポートベクトルとし

て選ばれ, それ以外のデータは識別境界線に反映されない

ため,今回の検証では LDAより精度が劣る結果となった.

6 まとめ

分類の観点から統計学での代表的な手法である判別分析

と機械学習での代表的な手法であるサポートベクターマシ

ンの比較を行った.多群化や線形分離不可能な場合,境界付

近のデータへの対応などそれぞれに一長一短があり, 分類

したいデータに合わせて分類法も検討することが重要であ

ると考える.判別分析は正規分布を基にしていることから,

一般化がしやすい.一方で,サポートベクターマシンは状況

に応じて拡張を考えなければならず, 少し複雑な拡張を考

えるととたんに困難が生じる.今後の課題として,多群化や

非線形化の数値的検証をしていきたい.
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