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1 はじめに

これまで倒立振子を題材にした研究は盛んに行われてい

る．坂本・中島研究室の倒立振子班では，南山大学に設置

されている回転型倒立振子実験機およびそれを題材にした

先行研究を参考にして，水平方向に回転するアームの先端

に，鉛直方向に回転する 2 本の振子が直列に取り付けら

れた回転型二重倒立振子実験機の設計とその安定化制御を

テーマにした研究を行う．もともと倒立振子はシステムの

非線形性が強い上，回転型二重倒立振子は，一本目の振子

の挙動が連結した二本目の振子の動作に影響を及ぼすので

回転型二重倒立振子の安定化制御の実現は難しい．本研究

では線形最適制御則による回転型二重倒立振子の安定化制

御を達成することを目標としている．また，回転型二重倒

立振子の制御則設計だけでなく，回転型二重倒立振子その

ものの設計にも取り組む．

2 実験機製作

2.1 概要

昨年の並列型回転倒立振子の研究 [4] で，回転型倒立振

子の実験機を作成した．本研究では，この実験機を基礎

とし，新たに二重倒立振子の実験機設計を行う．設計は

3DCADソフトの SOLIDWORKSを用いて行い，部品加

工は汎用性が高く，改善が容易な実験機を作成するために

Markforged 社製の 3D プリンタを使用する．また，精密

な加工が必要な部位は株式会社テクニカルサポートに依頼

する．

2.2 回転型倒立振子の実験機の構造

実験機は回転アーム，振子，DCサーボモータ，マイクロ

エンコーダで構成されている．回転アームはギアを介して

DCサーボモータに接続されており，電圧入力を DCサー

ボモータに与えることで回転軸を中心として水平面内を回

転する．振子はアームの両端に取り付け可能であり，垂直

平面内を自由に回転することができる．回転アームの回転

角 ϕ はギアを介して DC サーボモータに内蔵されている

エンコーダで観測し，振子の回転角 θ はベルトとプーリを

介してマイクロエンコーダで観測する．

2.3 二重倒立振子の実験機の設計

実験機のアームの先端から見て，1本目の振子，2本目の

振子とし，2本の振子をエンコーダを返して縦に結合させ

た構造を採用する．昨年使用したアルミ製の振子の場合，

20cmで 30gに対し，3Dプリンタで作成した振子は 20cm

で 18.3gであった．振子を軽量化することでアームへの負

荷を軽減でき，また，十分な強度があるため，今回は 3D

プリンタを活用することにする．各振子と簡易部品は 3D

プリンタで作成し，エンコーダ接続部及び 1本目の振子と

2 本目の振子の接続部はテクニカルサポートに依頼する．

完成図と接続部の詳細図を図 1 で示す．

図 1 二重倒立振子

3 回転型二重倒立振子システムのモデル化

3.0.1 運動方程式の導出

回転型倒立振子システムを図 2 で示すモデルとして，

Lagrange の運動方程式を導出する．まず，回転アームの

回転軸と振子の回転軸との交点を原点とし，水平面方向に

x軸，y 軸，鉛直方向に z 軸をとる．ϕ，θは反時計回り方

向を正とする．表 1で各パラメータの定義をする．

図 2 回転型二重倒立振子モデル
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表 1 回転型二重倒立振子のパラメータ

記号 名称 　

Ja 回転アームの慣性モーメント

Jp1 振子 1の慣性モーメント

Jp2 振子 2の慣性モーメント

mp1 振子 1の質量

mp2 振子 2の質量

ma アームの質量

m12 アームと振子 1の接続部の質量

m23 振子 1と振子 2の接続部の質量

m3 振子 2の先端の質量

la 回転アームの長さ

lp1 振子 1の回転中心から重心位置までの長さ

lp2 振子 2の回転中心から重心位置までの長さ

ba 回転アームの粘性摩擦係数

bp1 振子 1の粘性摩擦係数

bp2 振子 2の粘性摩擦係数

g 重力加速度

Ra 電気子抵抗

KE 逆起電力係数

KT トルク定数

n DCモータと回転アームのギア比

ロボットアーム（マニピュレータ）の運動を考えるとき

に用いられる順運動学の考え方に沿って座標変換を用いて

運動エネルギーを求める．一般化座標 q は，基準座標系か

ら見た位置であり，3次元の縦ベクトルで表すことができ

る．直交座標系である基準座標系を Σ0，各リンクの座標

系を Σb であらあわす．アーム，各振子の位置ベクトルを
0Pb = [x, y, z]T とする．

Jpc =

[
Jpcxx Jpcxy Jpcxz
Jpcyx Jpcyy Jpcyz
Jpczx Jpczy Jpczz

]
(1)

また，各リンク間の座標変換行列は次のように表される．

R01 =

[
C(q1) −S(q1) 0
S(q1) C(q1) 0
0 0 1

]
(2)

R12 =

[
1 0 0
0 C(−q2) −S(−q2)
0 S(−q2) C(−q2)

]
(3)

R23 =

[
1 0 0
0 C(−q3) −S(−q3)
0 S(−q3) C(−q3)

]
(4)

ここで，Σ0 と各リンクのリンク座標系との関係は，

R02 = R01R12 (5)

R03 = R02R23 (6)

のようにあらわされる．

また，各リンクの重心の速度ベクトルを 0ṗg1,
0ṗg2,回転

角速度ベクトルを 0ω1,
0ω2,

0ω3 とすると，各リンクの速度

ベクトルと回転角速度ベクトルは以下のようにあらわさ

れる．

0p01 = 0, 0p02 =0 p1 +
0 R1(laex)

0pg2 =0 p2 +
0 R2(lp1ez),

0p03 =0 p2 +
0 R2(2lp1ez)

0pg3 =0 p3 +
0 R3(lp2ez),

0ω1 = q̇1ez,　
0ω2 =0 ω1 +

0R1(−q̇2ex), 　0ω3 =0 ω2 +
0R2(−q̇3ex)　

(7)

以上を用いて，運動エネルギー T は次のように表される．

T =
1

2
Jaϕ̇+

1

2
(mp1 +m23)

0ṗTg2
0ṗg2

+
1

2
(mp2 +m3)

0ṗTg3
0ṗg3 +

1

2
2ωT

02Jp1
3ω03

+
1

2
3ωT

03Jp2
3ω03 (8)

また，ポテンシャルエネルギー U は次のようになる．

U = g lp1mp1 cos (θ1) + 2 g lp1mp2 cos (θ1)

+ g lp2mp2 cos (θ1) cos (θ2)− g lp2mp2 sin (θ1) sin (θ2)

+ 2m23glp1 cos(θ1) +m3g(2lp1 cos(θ1) + 2lp2 cos(θ1 + θ2))
(9)

ただし，ex = [1, 0, 0]T ,ey = [0, 1, 0]T ,ez = [0, 0, 1]T は

各座標系での X,Y.Z 軸方向の単位ベクトルである．

ラグランジアン Lは次のように表される．

L(q, q̇) = T (q, q̇)− U(q) (10)

3.1 ラグランジュの運動方程式の導出と状態方程式の

導出

ラグランジュの運動方程式は以下の (11)式となる．

d

dt

(
∂L(q, q̇)

∂q̇

)
− ∂L(q, q̇)

∂q
= τ (11)

ここで (10) 式からラグランジュ関数は運動エネルギー

Tb(q, q̇)とポテンシャルエネルギー Ub(q)を用いて書くこ

とができるので (11)式を変形し

d

dt

(
∂T (q, q̇)

∂q̇

)
− ∂T (q, q̇)

∂q
+
∂U(q)

∂q
= τ (12)

さらに運動エネルギーは慣性行列M(q)を用いて

Tb(q, q̇) =
1

2
q̇TM(q)q̇ (13)

と表すことができる. 従って (12)式と (13)式から

M(q)q̈ +
d

dt
(M(q))q̇ − ∂T (q, q̇)

∂q
+
∂U(q)

∂q
= τ (14)

が得られる. ここで

N(q, q̇) =
d

dt
(M(q))q̇ − ∂T (q, q̇)

∂q
+
∂U(q)

∂q
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と置くことにより以下のように変形ができる.

M(q)q̈ +N(q, q̇) = τ (15)

ここで，それぞれの粘性摩擦 Fb = [baq̇1, b1q̇2, b2q̇3]
T を

考慮する．また DCモータの特性は次のように表し，ta, tb
に置き換える．

τ =− n2KTKE

Ra
ϕ̇+

nKT

Ra
u (16)

ta =
n2KTKE

Ra
, tb =

nKT

Ra
(17)

また，Ta = [ta, 0, 0]
T，Tb = [tb, 0, 0]

T とすると次の式を

得る．

M(q)q̈ +N(q, q̇) = −Fb − Taq̇1 + Tbu (18)

状態変数を x =
[
qT q̇T

]
とすることで状態方程式

d

dt

[
q
q̇

]
=

[
q̇

M−1(q)(−Taq̇1 − Fb + Tbu−N(q, q̇))

]
(19)

となり，各モータの推力を入力とした非線形状態方程式

ẋ = f(x) + g(x)u (20)

が得られる．ただし f(x)，g(x)は以下のとおりである.

f(x) =

[
q̇

−M−1(q) (Taq̇1 + Fb +N(q, q̇))　

]
　

(21)

g(x) =

[
O3×1

M−1(q)Tb

]
u (22)

また，x0 = [0, 0, 0, 0, 0, 0]T 周りで線形化すると次のよう

に表される．

d

dt
x(t) = Ax(t) +Bu(t) (23)

4 パラメータ同定

ここでは，回転型二重倒立振子のパラメータ同定につい

て説明する．

4.1 実験方法

慣性モーメントは理論的に求めることも可能だが，アー

ムや振子の形状は一様な棒ではないので，アームおよび

振子の慣性モーメントの理論値と実際の値には誤差が生

じる．また，粘性摩擦係数は実験的にのみ得ることが出来

る．そのため，未知パラメータをアームの慣性モーメント

と粘性摩擦係数，振子の慣性モーメントと粘性摩擦係数と

した．計算方法は最小二乗法を用いて同定する．

実験方法は以下の通りである．

(1)アームの慣性モーメントと粘性摩擦係数の同定実験

　振子を取り外し，アームに正弦波入力を印加して角度

を測定する．測定データを用いて，同定を行う．

(2)振子の慣性モーメントと粘性摩擦係数の同定実験

　アームと台座を取り外し，振子を振り上げた状態から

自由応答させて，角度を測定する．測定データを用いて同

定を行う．

4.2 検証方法

この実験で得られた各未知パラメータの同定値の検証

は, 同定されたパラメータを用いたシミュレーションで得

られる応答と，実験により得られた応答を比較する方法で

ある．

4.3 実験機を用いた同定

実験機に使用しているエンコーダでは角速度，角加速

度を測定できない．そのため，角度の一階，二階の疑似微

分を得る必要がある．角度の中心差分を取り，伝達関数を

適用してこれらを得る．同定に用いる運動方程式を記述

する．

h(t) = [ϕ, θ1, θ2, ϕ̇, θ̇1, θ̇2, ϕ̈, θ̈1, θ̈2, u]
T とし，これをラ

プラス変換して

Hi(s) = L[hi(t)] (i = 1, 2, · · · , 10)

とし，これに伝達関数 F (s)を適用して，

H̃i(s) = F (s)Hi(s) (i = 1, 2, · · · , 10)

とする．さらにこれを逆ラプラス変換して，

h̃i(t) = L−1[H̃i(s)] (i = 1, 2, · · · , 10)

とする.

4.3.1 Ja と ba の同定実験

前節で記述した通り，アームの未知パラメータを慣性

モーメントと粘性摩擦係数とし，振子を取り外した状態で

正弦波入力を印加してパラメータ同定を行う．アームのみ

の運動方程式は以下のようになる．

Jaϕ̈+ baϕ̇ = nKdcu (24)

上式を用いて同様に伝達関数を適用すると，[
Jah̃7(t) bah̃4(t)

]
= nKdch̃10(t) (25)

となる．また，上記の式は次のように表せる．

[
h̃7(t)　 h̃4(t)

] [ Ja
ba

]
= nKdch̃10(t) (26)

この式から R,ψ,Z を，

R =
[
h̃7(t) h̃4(t)

]
, ψ =

[
Ja
ba

]
, Z = nKdch̃10(t)

(27)

とおくと最小二乗法より，同定する未知パラメータの値が，

ψ = (RTR)−1RTZ (28)
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と得られる．

アームに印加する正弦波入力の周波数を変更し複数回の

実験を行い，同定値を用いたシミュレーションによる応答

との比較の結果，誤差が 5%以内の同定値の平均値を未知

パラメータの同定値とする．実験から得られたアームの角

度の応答と実験から得られた同定値を用いたシミュレー

ションによる応答との比較グラフを図 3に示す．
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図 3 アームの応答のシミュレーションとの比較

4.3.2 同定結果

アームの慣性モーメントと粘性摩擦係数のパラメータ同

定結果を表 2に示す．前述の通り，同定値の平均を最終的

な同定値とした．

表 2 アームの慣性モーメントと粘性摩擦係数の同定結果

振幅 周期 同定された Ja 同定された ba

[V] [Hz] [kg·m2] [N· s/rad]
1.0 1.0 2.32× 10−2 7.19× 10−1

2.0 1.0 2.79× 10−2 6.86× 10−2

2.0 1.5 3.31× 10−2 1.16× 10−1

平均値　　 2.81× 10−2 3.02× 10−1

4.3.3 Jp1, Jp2 と bp1, bp2 の同定実験

振子１についての同定手順を示す．4.1 節で示した通り

振子の未知パラメータを慣性モーメントと粘性摩擦とし，

アームの台座を固定して自由応答での同定実験を行った．

振子２については振子１を固定した状態で同様に行った．

振子１のみの運動方程式は以下のようになる．

Jp1θ̈ −
1

2
mp1lp1g sin θ1 + bp1θ̇ = 0 (29)

上式を用いて同様に伝達関数を適用すると，[
Jp1h̃8(t) bθh̃5(t)

]
=

1

2
mp1lp1g sin h̃2(t) (30)

となる．アームと同様にして R,ψ,Z を，

R =
[
h̃8(t) h̃5(t)

]
, ψ =

[
Jp1
bp1

]
, Z =

1

2
mp1lp1g sin h̃2(t)

(31)

とし，最小二乗法から同定する未知パラメータを求める．

同定値の精度を上げるため，実験を複数回行い，それぞ

れのデータで得られた同定値の平均を最終的な同定値とし

た．同定結果を表 3,4に示す．また，シミュレーションと

の比較グラフを図 4,5に示す．

表 3 一本目の振子の慣性モーメントと粘性摩擦係数のパ

ラメータ同定

同定された Jp1 同定された bp1

[kg·m2] [N·s/rad]
データ 1 1.04× 10−3 1.26× 10−3

データ 2 1.04× 10−3 1.26× 10−3

データ 3 1.04× 10−3 1.23× 10−3

データ 4 1.04× 10−3 1.25× 10−3

データ 5 1.04× 10−3 1.21× 10−3

平均値　　 1.04× 10−3 1.24× 10−3

表 4 二本目の振子の慣性モーメントと粘性摩擦係数のパ

ラメータ同定

同定された Jp2 同定された bp2

[kg·m2] [N·s/rad]
データ i 1.13× 10−3 3.06× 10−4

データ ii 1.13× 10−3 3.05× 10−4

データ iii 1.13× 10−3 3.07× 10−4

データ iv 1.13× 10−3 3.05× 10−4

データ v 1.11× 10−3 3.10× 10−4

平均値　　 1.13× 10−3 3.07× 10−4
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図 4 振子 1でのシミュレーションとの比較
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図 5 振子 2でのシミュレーションとの比較
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5 回転型二重倒立振子の安定化制御

5.1 線形最適レギュレータの設計

ここでは，回転型二重倒立振子の安定化制御を線形最適

制御問題と考え，線形最適状態フィードバックによって安

定化の達成を図る．評価関数

J =

∫ ∞

0

(xTQx+ uTRu) dt,Q ≥, R > 0 (32)

に対する Riccati方程式

PA+ATP − PBR−1BTP +Q = 0 (33)

の解 P を用いて構成される．式 (33)の解を求め，線形最

適状態フィードバック則が

u = −Kx = −R−1BTPx (34)

と得られる．

評価関数の重み行列 Q，Rは以下のように選ぶ．

Q = diag[20, 5, 5, 1, 1, 1], R = 20 (35)

5.2 非線形モデルでのシミュレーション結果

図 6，7 は，非線形モデルに対するシミュレーション

結果である．振子１が 15cm，振子２が 25cm の長さの組

み合わせが最も評価関数の値が小さかったため，この組

み合わせでシミュレーション，実験まで行う．初期状態

x(0) = [0, 3π
180 ,

3π
180 , 0, 0, 0][rad] から安定化が達成されて

いる．
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図 6 ϕ,θ1,θ2 のシミュレーション結果
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図 7 入力電圧のシミュレーション結果

5.3 線形最適レギュレータとオブザーバの併合系

実験を行う際，サンプリングタイムは 1.0[ms]とし，アー

ムと振子の角度はロータリエンコーダで測定することを想

定している．状態フィードバックを行うにあたり，ϕ̇，θ̇1，

θ̇2 の値を観測する必要があるが，これらの値は直接観測す

ることができないため，オブザーバを設計することで，ϕ̇，

θ̇1，θ̇2 を得る．

5.3.1 双対システムを用いたオブザーバの設計

システムに双対なシステムに対しての線形最適レギュ

レータは，実システム上でのオブザーバとして用いること

ができる．この性質を利用してオブザーバの設計を行う．

5.3.2 双対システム

エンコーダから得られるのはアーム，振子の角度のみで

あるため行列 C を次のように定義する．

C =

[
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

]
(36)

式 (23) より線形システムの状態方程式は次のように表さ

れる． {
ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(37)

これの双対システムは{
ż = ATz + CTv

w = BTz
(38)

と得られる．

5.3.3 オブザーバの設計

オブザーバの変数を次のように表す．

x̂(t) =
[
ϕo θ1o θ2o ϕ̇o ˙θ1o ˙θ2o

]T
(39)

双対システム上で線形最適レギュレータを設計する．実シ

ステムの状態空間表現は次に示す．ただし，Lはオブザー

バゲインである．{
˙̂x = Ax̂+Bu+ L(y − ŷ)

ŷ = Cx̂
(40)

前小節で求めた双対システムに対して線形最適制御を適用

すると，評価関数は

Jo =

∫ ∞

0

(zTQoz + vTRov) dt,Qo ≥ 0, Ro > 0 (41)

で表される．前節同様に Riccati方程式を解くことで，状

態フィードバックゲイン形式のコントローラ

v = Koz (42)

を設計して双対システムの状態フィードバックゲイン Ko

を求める．オブザーバゲイン Lは次式で与えられる．

L = −KT
o (43)
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5.3.4 非線形モデルでのシミュレーション結果

図 8，9 は線形最適レギュレータとオブザーバを併合し

た制御機による非線形モデルに対してのシミュレーション

結果である．初期状態は前節と同じであり，オブザーバの

初期値は x̂(0) = [0, 0, 0, 0, 0, 0][rad] としている．前節同

様に安定化が達成されている．
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図 8 ϕ,θ1,θ2 のシミュレーション結果
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図 9 入力電圧のシミュレーション結果

5.4 回転型二重倒立振子の安定化実験結果

設計した線形最適レギュレータを用いて安定化実験を

行った．最も倒立状態の良好な実験結果を次の図 10，図

11に示す．アームに細かい振動が見られるが，倒立状態を

維持している．この振動はクーロン摩擦，あるいはアーム

が持つ不感帯の影響であると考えられる．実験結果より，

設計した実験機は倒立振子を題材とした研究に十分有用で

あると考えられる．
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図 10 角度の実験結果
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図 11 入力電圧の実験結果

6 おわりに

本稿では回転型二重倒立振子実験機の設計，製作，シス

テムのモデリング，同定及び安定化シミュレーションと実

験について説明した．今後の課題として，制御器のチュー

ニングを行い，より安定化可能な極を見つけることである．

また，振子の長さの組み合わせによって応答や評価関数の

値に大きな差がみられた．今後は最適な振子の組み合わせ

を評価及び検証する必要がある．その後は，振り上げ安定

化の制御器開発を行うことを考えている．
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