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1 はじめに

本研究では 1変数非線形方程式 f(z) = 0の解 z = αを
求めるための多点反復法について考察する．反復法では
方程式の解 z = αに収束する近似列 z0, z1, · · · , zk, · · · を
順次生成し，適当な kで停止して zk ∼= αを近似値として
採用する．
1点反復法は zk から zk+1を生成するときに 1点 zk 上
の関数値と微係数 f(zk), f

′(zk), · · · を用いる．多点反復
法では zk から生成した補助点列 w0 = zk, w1, · · · 上の関
数値と微係数を用い，zk+1を生成する．その際，関数値
と微係数をm個用いるものをm点反復法という．
H. T. Kungと J. F. Traub[2]は m点反復法が達成で
きる単解に対する最高の収束次数は 2m−1 次であるとい
う仮説を提出し，現在に至るまでこの仮説は否定されて
いない．最近 Jovana Džunićと Ivan Damnjanovićによ
り，任意整数m ≥ 2に対して収束次数が 2m−1次のm点
反復法が発見された [1](2017)．Kung-Traubの仮説が正
しいなら，これは最高次数の多点反復法である．
本論文では，この「最良」反復法の特徴を調べ，そ
の実用性について考察する．数値実験により Džunić-

Damnjanović の m 点反復法の特性を調べる．まず，こ
の反復法で実際に収束次数 2m−1 次が達成されるかどう
かを数値的に調べる．数値誤差の混入により，実際の計
算では理論的な特性が壊れてしまうことがあるからであ
る．これは，彼らの収束理論の正しさの実験的検証にも
なる．
さらに，彼らのm点反復法の大域収束性について，実
験的な検証を加える．収束次数は反復法の局所的収束性
を特徴付けるが，解から離れた場所から着実に解に接近
する性質（大域的収束性）も実用的に重要な性質である．

2 Džunić-Damnjanovićのm点反復公式

2.1 反復法の収束次数

反復法の収束次数について，[3](pp.95-107)に従って解
説する．近似列 x0, x1, · · · , xk, · · · について，2つの正数
C > 0, 0 < r < 1が存在し，十分大きな kについて

|xk − α| ≤ Crk (1)

なら，xkは収束率 rでαに 1次収束するという．rが小さ
いほど xk の収束は急速である．2つの正数 C > 0, p > 1

が存在し，十分大きな kについて

|xk+1 − α| ≤ C|xk − α|p (2)

が成立するなら，xk は αに p次収束するという．pが大
きいほど xkの収束は急速である．反復法は他の条件が同
じなら収束次数が高いほど効率的である．

2.2 Džunić-Damnjanovićのm点反復公式

非線形方程式 f(z) = 0に対する Džunić-Damnjanović

の反復法 (D-D反復法)では，zk から zk+1を次の公式に
より生成する．

w0 = zk, w1 = w0 + γf(w0),

wj = wj−1 +
g[wj−2, · · · , w0]

g[wj−1, · · · , w0]
(j = 2, 3, · · · ,m),

zk+1 = wm (3)

ここで，g(z) = 1/f(z)であり，γ ∈ Cは自由に設定でき
る複素パラメタである．また g[]は gの差分商である．こ
の公式は補助点列 zk = w0, · · · , wmを介し，zkから zk+1

を計算するm点反復法である．1回の反復にm個の関数
計算 f(w0), · · · , f(wm−1)が必要である．
任意パラメタ δ = 0のときは，w0 = w1 となり，公式

(9)は反復公式

w0 = w1 = zk, w2 = w0 −
f(w0)

f ′(w0)
,

wj = wj−1 +
g[wj−2, · · · , w0]

g[wj−1, · · · , w0]
(j = 2, 3, · · · ,m),

zk+1 = wm (4)

となる．1回の反復に微係数 1個 f ′(w0)と関数値m− 1

個 f(w0), · · · , f(wm−1)，合計 m個の関数計算を必要と
するので，これもm点公式である．
この反復法 (3)について次の定理が成り立つ [1]．
［定理 4.1］反復公式 (3)において，任意の 2 ≤ j ≤ m−1

について

xk → xk+1 = yj = ψ j(y0, y1, , · · · , yj−1)

が収束次数 2j−1の最適点反復法であるとする．このとき，
反復法 (3)は収束次数の最適点反復法である．//

Mathematicaによる数値実験で，m点D-D反復法が実
際に 2m−1 次であることを確認した．

3 Džunić-Damnjanović公式の大域収束性

3.1 実験方法

D-D反復法の大域収束性を見るために，方程式 f(z) =

z3 − 1 = 0の 3つの解

α1 = 1, α2 = −1
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を求める数値実験を行った．
正方形領域 D = [−2, 2] × [−2, 2] を実軸虚軸方向に

n = 500等分した点
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, 0 ≤ k ≤ n, 0 ≤ l ≤ n



をとり，zkl を初期値として D-D反復を行う．
解 α1 の 1

1000 近傍に反復列が入ったら，その反復列は
α1 に収束すると判定し，初期値 zkl の位置に赤色の点を
描く．同様にして α2に収束すると判定されれば緑色の点
を描く．また α3に収束すると判定されれば青色の点を描
く．また， 1

1000 近傍に入るまでの反復回数が小さいほど
同色で明るい色を塗った．
m = 2の Newton法について説明した方法で描いた図
を図 1で示す．この図で小さな○印が解 α1, α2, α3の位置
である．それぞれ赤色，緑色，青色の点集合の中にある．
赤色の点集合は，α1 を含む大きな連結成分 A1と 3個
の比較的大きな三葉虫風の有界連結成分，そしてそれら
とほぼ相似形の無数の三葉虫からなる．赤の点から出発
した反復列は、赤の三葉虫を渡り歩き，最後に A1に飛
び込み，以後はA1の中で α1に収束する．A1を α1の直
接吸引鉢という．同様に α2, α3も緑色，青色の直接吸引
鉢 A2,A3をもつ．
直接吸引鉢 A1,A2,A3が互いに接近する領域は 3色の
三葉虫が複雑に入り混じっている．この領域に初期値を
とると反復列は，迷走してなかなか解に収束しない．こ
の領域をここでは「迷走域」と呼ぶことにする．直接吸引
鉢が大きくて迷走域が細い反復法は大域収束性が良いと
考えられる．同様の実験をm = 3(Ostroski法)，m = 4，
m = 5で行った結果が図 2，図 3，図 4である．明らかに
mが大きくなるにつれ直接吸引鉢が大きくなり，迷走域
が細くなることがわかる．D-D反復法は，mが大きくな
るほど収束次数が高くなり局所収束性がよくなるばかり
でなく，大域収束性も向上することがわかった．

図 1 m = 2

図 2 m = 3

図 3 m = 4

図 4 m = 5

4 おわりに

本研究では，Džunić-Damnjanovićの最適m点反復法
(D-D反復法)について研究した．
D-D反復法をMathematice上で実現し，その収束次数
が 2m−1 であることを確認した．また，既存の 1点反復
法と比べても収束次数が高いことを，理論的に示した．
また，m = 2, 3, 4, 5について収束領域を調べた．その
結果mが大きくなるにつれて，迷走領域が狭くなり，収
束領域が広くなるとがわかった．すなわち，D-D反復法
は，mが大きくなるほど収束次数が高くなり局所収束性
がよくなるばかりでなく，大域収束性も向上することが
わかった．
次に，収束速度を見るために，反復列が解の 1

1000 近傍
に入るのに要した反復回数を数え，それにより初期点に
塗る色の明るさを変えた図を作成した．mが大きくなる
につれ，その領域は大きくなり図全体も明るくなること
がわかった．すなわちmが大きくなるにつれほぼ全領域
で反復回数が減少することがわかった．
以上の実験と考察により，D-D反復法は，非常に優秀
な反復法であることがわかった．
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