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1 はじめに

2次元領域において，定積分を求めることは数学の基本
的な問題である．任意の 2次元領域上の積分は，領域分
割と変数変換により，長方形領域上の積分に帰着される．
このことは，長方形領域上の数値積分法を作成すること
によって任意の 2次元領域上の積分ができることを意味
する.ゆえに，長方形領域上の積分則は基本的かつ重要で
ある．
本研究は，2次元長方形領域上において，定積分を近似
する適応型積分則を設計するものである．
長方形分割については，片峯 [2]，古田 [1]，野田 [3]ら
が研究している．片峯は，信頼性の高い 3次積分則を構
成した．古田は，精度の高い 5次再利用可能完全対称公
式を作成した．野田は，基本積分則として古田の公式を
改良したものを用いて片峯より精度が高い適応型積分則
を構成した．
本研究では，さらに次数の高い 7次公式を作成し，過去
の研究より高精度な適応型積分則を設計する．また，高
次の複雑な公式を扱うことにより誤差推定法の理論を整
備し発展させる．

2 数値積分則の設計

xy-平面上の長方形領域をD = [a, b]× [c, d]と書く．D

上の関数 f の積分をQ(D)f =
∫
D
f(x)dxdyと書く．基本

正方形領域∆ = [−1, 1]×[−1, 1]のn個の標本点π1 = (ξ1
，η1)，π2＝ (ξ2，η2)，…，πn = (ξn，ηn) ∈ ∆と重みρ1，ρ2，…
，ρn による積分公式を

Inf =

n∑
l=1

ρlf(πl) ∼=
∫
∆

f(x)dxdy (1)

と書く．
q ∈ ∆から一般の長方形領域 p ∈ Dへのアフィン変換

p = φ(q)による変数変換で

Q(D)f =

∫
D

f(p)dxdy =
S

4

∫
△
f(φ(q))dtdu. (2)

この右辺に積分則 In を用いてD上の積分公式

In(D)f =
S

4

n∑
i=1

ρif(φ(ξi, ηi)) ∼= Q(D)f (3)

を得る．ここで，S はDの面積である．

[定義 2.1] 任意の s次式 f で In(D)f = Q(D)f，かつ
In(D)f ̸= Q(D)f となる s + 1次式 f が存在するとき，
積分公式 In(D)は次数 sであると言う．//

3 適応型積分則の基本アルゴリズム

ϵ > 0を許容誤差とする適応型積分則 Q(D, ϵ)は次のよ
うな再帰関数で表現できる．

Q(D，ϵ)f =

{
In(D)f (En(D)f ≤ ϵ)

Q(D1，ϵ2 ) +Q(D2，ϵ2 ) (En(D)f > ϵ)

En(D)は In(D)の絶対誤差の評価式である．このアルゴ
リズムでは，与えられた許容誤差 ϵ > 0に対し真の積分
値 Q(D)f の近似積分 In(D)f を

|In(D)f −Q(D)f | ≤ ϵ (4)

が満たされるなら採用する．もし，

|In(D)f −Q(D)f | > ϵ (5)

なら，辺に平行な直線で小長方形領域D1, D2に 2等分し
（図 1），それぞれに同じ積分則 (3)を用いる．
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図 1 長方形の分割

この操作を繰り返し，すべての小領域で許容誤差を満
たしたとき，近似積分が完了する．辺に平行な直線によっ
て等分割するため，選ぶ辺により，縦横 2つの分割方向
が考えられる．数値積分の効率を高めるためには分割方
向の決定が重要である．

4 7次適応型積分則

4.1 基本積分則

基本積分則として，新たに構成した 7次再利用可能完
全対称公式を用いた．標本点の配置を図 2に ·で示す．

図 2 基本公式の標本点配置 図 3 分割後の標本点配置



標本点数 44で，図 3の oは分割時に必要となる新たな
標本点である．分割時に必要な点数は 35点であることが
わかる．これが，我々の基本公式の分割コストである．

4.2 誤差推定

誤差評価公式 En(V )f を構成する．まず，基本領域に
おける誤差推定法について述べる．一般長方形領域上の
誤差評価はアフィン変換により基本正方形領域の誤差評
価に帰着する．
∆における標本点 (πi)上の 7次則の重みは，以下のよ
うに書ける．

w = ρ+ t1c1 ++t2c2 + · · ·+ t8c8 (6)

ベクトル ρは基本積分則の重みである．また，ベクトル
c1, . . . , c8 ∈ Rnは一次独立である．c1, . . . , c8が生成する
部分空間を

V7 =< c1, c2, . . . , c8 > (7)

とする．同様に 5次の公式の重みは

w = ρ+ t1d1 + t2d2 + · · ·+ t23d23 (8)

と書ける．ここで di ∈ Rn (1 ≤ i ≤ 23)であり t1, . . . , t23
は自由変数である．また，ベクトル d1, . . . ,d23は一次独
立である．d1, . . . , d23 が生成する部分空間を

V5 =< d1,d2, . . . ,d23 > (9)

とする．V7 ⊂ V5ゆえ V5における V7の直交補空間を V ⊥
5

とし，その正規直交系をあらためて d1, . . . ,d15 とする．
すなわち

V ⊥
5 =< d1,d2, . . . ,d15 > (10)

である．
重みをwi = ρ+ di (1 ≤ i ≤ 15)とする公式を随伴 5

次公式と呼び，Iin(D)，(1 ≤ i ≤ 15)と書く．
公式 In(D)との差

Ei
n(D) = Iin(D)− In(D) (11)

により，Iin(D)の誤差評価を行うことができる．

En(D) ≡ α max
1≤i≤15

∣∣Ei
n(D)| (12)

とし，En(D)f ≤ ϵならば∣∣Qn(D)f −Q(D)f
∣∣≤ ϵ (13)

であり，近似積分は成功したと判定する．ここで，ϵは許
容誤差，αは実験的に定める安全係数である．

4.3 分割方向の決定

領域Dを縦二等分して

D = DL ∪DR (14)

としたときの誤差推定

ELR(D)f = En(DL)f + En(DR)f (15)

を ELR(D)f7 で近似する．
同様に，Dを横二等分して

D = DU ∪DD (16)

としたときの誤差推定

EUD(D)f = En(DU )f + En(DD)f (17)

を EUD(D)f7 で近似する．
もし，ELR(D)f7 ≤ EUD(D)f7 ならば縦分割が有利で
あり，ELR(D)f7 > EUD(D)f7 ならば横分割が有利であ
ると判定する．

5 数値実験結果

許容誤差 ϵ = 10−4 で数値実験を行った．野田 [3]の誤
差は 1.88 × 10−6 < ϵとなり積分は成功した．標本点数
は 2238点，分割数は 123回であった．野田の領域分割の
結果を図 4に示す．我々の方法では 3.60× 10−9 < ϵとな
り，積分は成功した．この場合の標本点数は 569点，分
割数は 15回である．領域分割の結果は図 5に示す．

図 4 野田の分割結果 図 5 我々の分割結果

6 おわりに

長方形領域における数値積分において，精度の低い長
方形領域を２つの小長方形領域に分割することを繰り返
して，求める精度の近似積分を行う適応型積分則のアル
ゴリズムを作成した．我々は，基本積分則として新たに作
成した 7次のものを用いた．誤差評価と分割方向の決定
については，随伴 5次公式を用いて行う方法を考案した．
Mathematicaによるプログラムを作成し数値実験を行っ
た．数値実験の結果，7次公式を用いた我々の方法は，3

次公式を用いた片峯 [2]，5次公式を用いた野田 [3]の方法
より使用標本点数が少なかった．2変数ガウス関数の積
分では許容誤差 10−4で実験して標本点数は野田の約 1/4

であった．
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