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1 はじめに

統計学の基礎となる確率や事象を学び, それを基に統計

学の分布論や二項分布に関係した 1,2標本モデルを統計的

解析法,分散安定化変換等を学んだ.統計学が実際にどのよ

うに用いられているかが明確になるにつれて, カイ自乗型

検定に興味を持ち, この検定法について研究することにし

た. そこで本論では, 層別化された多群比率モデルの統計

解析法について考察する.

2 カイ自乗型検定

標本の観測値を Xijk (k = 1, · · · , nj ; j =

1, · · · , J ; i = 1, · · · , I) とし Xijk は互いに独立と仮

定する. また, Xijk は成功の確率が pij のベルヌーイ試

行とする. すなわち, Xijk ∼ B(1, pij) である. 帰無仮説

H0 : pi1 = · · · = piJ (i = 1, · · · , I) vs. 対立仮説 H1 :あ

る j と j′ に対して pij ̸= pij′ (i = 1, · · · , I)を考える. 以

下は i層目のモデルとする (i = 1, · · · , I). (表 1参照)

表 1 モデル

標本 サイズ データ Xij· の分布　
第１標本 n1 Xi11, · · · , Xi1n1 B(n1, pi1)

第２標本 n2 Xi21, · · · , Xi2n2 B(n2, pi2)
...

...
...

...

第 j 標本 nj Xij1, · · · , Xijnj B(nj , pij)
...

...
...

...

第 J 標本 nJ XiJ1, · · · , XiJnJ B(nJ , piJ)

　

i層目の標本サイズ : n ≡ n1 + · · ·+ nJ

以後,次の (条件 1)を仮定する.

(条件 1) lim
n→∞

nj

n
= λj > 0 (j = 1, · · · , J)

このとき,

p̂ij(1) ≡
1

nj

nj∑
k=1

Xijk

p̂ij(2) ≡
1

nj + 1

(
nj∑
k=1

Xijk + 0.5

)

とおくと, pij の点推定量は p̂ij ≡ p̂ij(1) , p̂ij(2) で与え

られる.

帰無仮説 H0 の下で pij の点推定量 p̂ij(1)の平均と分散を

求める.

文献 [1]の定理 7.3より

E(p̂ij(1)) = pij (j = 1, · · · , J) (1)

V (p̂ij(1)) =
1

nj
pij(1− pij) (j = 1, · · · , J) (2)

を得る.

【命題 2.1】

(条件１)のもとで, n → ∞として,

√
n(p̂ij(m)−pij)

L−→ N

(
0,

1

λj
pij(1−pij)

)
(m = 1, 2)

が成り立つ.

【証明】次のように場合分けをして考える.

(i) m = 1のとき

(1) , (2) , 中心極限定理より,

√
nj(p̂ij(1)− pij)√
pij(1− pij)

L−→ Wij ∼ N(0, 1) (3)

(i = 1, · · · , I ; j = 1, · · · , J)

が成り立つ.

(3) より,
√
n(p̂ij − pij) を式変形させると以下のように

なり,
√
n(p̂ij(1)− pij)

=

√
n

√
nj

·
√
pij(1− pij) ·

√
nj(p̂ij(1)− pij)√
pij(1− pij)

(4)

文献 [1]のスラツキーの定理より,

((4)式の右辺)
L−→ 1√

λj

√
pij(1− pij)Wij ∼ N

(
0,

1

λj
pij(1−pij)

)
(i = 1, · · · , I ; j = 1, · · · , J)

となる.

(ii) m = 2のとき
√
n(p̂ij − pij)を式変形させると以下のようになり,

√
n(p̂ij(2)− pij)

=

√
n

√
nj

·
√
pij(1− pij) ·

nj

nj + 1
·

{ √
nj

(
p̂ij(1)− pij

)
√
pij(1− pij)

}

+

√
n(0.5− pij)

nj + 1
(5)

文献 [1]のスラツキーの定理より,

((5)式の右辺)
L−→ 1√

λj

·
√
pij(1− pij) ·Wij

∼ N

(
0,

1

λj
pij(1− pij)

)
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(i = 1, · · · , I ; j = 1, · · · , J)

となる.
2

ここで, 文献 [1]の定理 3.35のデルタ法を用いると,

2
√
n

{
arcsin

(√
p̂ij

)
− arcsin

(
√
pij

)}
L−→ 1√

λj

1√
pij(1− pij)

√
pij(1− pij)Wij

=
1√
λj

Wij

(i = 1, · · · , I ; j = 1, · · · , J)

が成り立ち, Yij ≡
1√
λi

Wij とすると,

Yij ∼ N

(
0,

1

λj

)
となる.

3 提案する検定法

Sij ≡ 2
√
n
{
arcsin

(√
p̂ij

)
− arcsin(

√
pij)

}
とすると,

Sij
L−→ Yij ∼ N

(
0,

1

λj

)
(6)

となり,文献 [1]の定理 3.39を用いると,

J∑
j=1

cjSij
L−→

J∑
j=1

cjYij (7)

となる.

【補題 3.1】 Ẑij を

Ẑij ≡ 2
√
nj

{
arcsin

(√
p̂ij

)
−

J∑
k=1

nk

n
arcsin

(√
p̂ik

)}
とする.このとき, H0 の下で n → ∞として,

Ẑij
L−→
√
λj

(
Yij −

J∑
k=1

λkYik

)

(i = 1, · · · , I ; j = 1, · · · , J)

が成り立つ.

【証明】H0 の下より,

Ẑij =

√
nj√
n

[
2
√
n

{
arcsin

(√
p̂ij

)
− arcsin(

√
pij)

}
−

J∑
k=1

nk

n
2
√
n

{
arcsin

(√
p̂ik

)
− arcsin(

√
pik)

}]

と式変形できる.

Sij = 2
√
n
{
arcsin

(√
p̂ij

)
− arcsin(

√
pij)

}
より,

Ẑij =

√
nj√
n

(
Sij −

J∑
k=1

nk

n
Sik

)
が成り立ち, (6), (7)より,

Ẑij
L−→
√

λj

(
Yij −

J∑
k=1

λkYik

)

を得る.
2

検定統計量 TB を求める前に iに対しての統計量 TiB を求

める.

【定理 3.2】 統計量 TiB を TiB ≡
J∑

j=1

(Ẑij)
2 とすると, H0

の下で n → ∞として,

TiB
L−→ T ∼ χ2

J−1 (i = 1, · · · , I)

が成り立つ.

このとき, T は文献 [1]の定理 3.23より,

T ≡
k∑

i=1

λi

(
Yi −

k∑
j=1

λjYj

)2

∼ χ2
k−1 (8)

である.

【証明】

Ẑij = 2
√
nj

{
arcsin

(√
p̂ij

)
−

J∑
k=1

nk

n
arcsin

(√
p̂ik

)}
より,

TiB =

J∑
j=1

nj

n

(
Sij −

J∑
k=1

nk

n
Sik

)2

が成り立つ. 補題 3.1より,

TiB
L−→

J∑
j=1

λj

(
Yij −

J∑
k=1

λkYik

)2

が成り立ち, (8)より,

TiB
L−→ T ∼ χ2

J−1

を得る.
2

ここで,

T =
J∑

j=1

λj

(
Wj −

J∑
k=1

λkWk

)2

∼ χ2
J−1

Wj ∼ N

(
µ,

1

λj

)
(j = 1, · · · , J) 互いに独立

2



となるWj を求める.

Ẑ·j ≡
1√
I

I∑
i=1

Ẑij とすると,

Ẑij = 2
√
nj

{
arcsin

(√
p̂ij

)
−

J∑
k=1

nk

n
arcsin

(√
p̂ik

)}
より,

Ẑ·j =
1√
I

I∑
i=1

2
√
nj

{
arcsin

(√
p̂ij

)
−

J∑
k=1

nk

n
arcsin

(√
p̂ik

)}
となり, H0 の下で,

Ẑ·j =
1√
I

I∑
i=1

√
nj√
n

[
2
√
n

{
arcsin

(√
p̂ij

)
− arcsin(

√
pij)

}

−
J∑

k=1

nk

n
2
√
n

{
arcsin

(√
p̂ik

)
− arcsin(

√
pik)

}]
と式変形できる.

Sij = 2
√
n
{
arcsin

(√
p̂ij

)
− arcsin(

√
pij)

}
より,

Ẑ·j =
1√
I

I∑
i=1

√
nj√
n

(
Sij −

J∑
k=1

nk

n
Sik

)
となり,補題 3.1より,

Ẑ·j
L−→ 1√

I

I∑
i=1

√
λj

(
Yij −

J∑
k=1

λkYik

)

=
√

λj

(
1√
I

I∑
i=1

Yij −
J∑

k=1

λk
1√
I

I∑
i=1

Yik

)
(9)

が成り立つ. またWj ≡
1√
I

I∑
i=1

Yij とすると,

((9)式の右辺) =
√
λj

(
Wj −

J∑
k=1

λkWk

)
と表され, Wj は N(0, 1/λj)に従う.

【定理 3.3】 統計量 TB を TB ≡
J∑

j=1

(Ẑ·j)
2 とおくと, H0

の下で n → ∞として,

TB
L−→ T ∼ χ2

J−1

が成り立つ.

【証明】

Ẑ·j =
1√
I

I∑
i=1

2
√
nj

{
arcsin

(√
p̂ij

)
−

J∑
k=1

nk

n
arcsin

(√
p̂ik

)}
より,

TB =
J∑

j=1

[
1√
I

I∑
i=1

2
√
nj

{
arcsin

(√
p̂ij

)

−
J∑

k=1

nk

n
arcsin

(√
p̂ik

)}]2
となり, H0 の下で,

TB =
J∑

j=1

[
1√
I

I∑
i=1

√
nj√
n

[
2
√
n

{
arcsin

(√
p̂ij

)
− arcsin(

√
pij)

}

−
J∑

k=1

nk

n
2
√
n

{
arcsin

(√
p̂ik

)
− arcsin(

√
pik)

}]]2
と式変形できる.

Sij = 2
√
n
{
arcsin

(√
p̂ij

)
− arcsin(

√
pij)

}
より,

TB =
J∑

j=1

[
1√
I

I∑
i=1

√
nj√
n

(
Sij −

J∑
k=1

nk

n
Sik

)]2
が与えられる. 補題 3.1より,

TB
L−→

J∑
j=1

[
1√
I

I∑
i=1

√
λj

(
Yij −

J∑
k=1

λkYik

)]2

=
J∑

j=1

λj

(
1√
I

I∑
i=1

Yij −
J∑

k=1

λk
1√
I

I∑
i=1

Yik

)2

(10)

を導くことができる. Wj =
1√
I

I∑
i=1

Yij より,

((10)式の右辺) =
J∑

j=1

λj

(
Wj −

J∑
k=1

λkWk

)2

(11)

となる. ここで (11) 式の右辺を T とおくと, 文献 [1] の定

理 3.23より,
T ∼ χ2

J−1

である.
2

よって,

Ẑ·j =
1√
I

I∑
i=1

2
√
nj

{
arcsin

(√
p̂ij

)
−

J∑
k=1

nk

n
arcsin

(√
p̂ik

)}
より,

TB =
4

I

J∑
j=1

nj

[
I∑

i=1

{
arcsin

(√
p̂ij

)
−

J∑
k=1

nk

n
arcsin

(√
p̂ik

)}]2

と表現できる.

検定方式

ここで検定統計量 TB に基づく漸近的な検定方式を考える.

帰無仮説H0 vs. 対立仮設H1 に対する水準 αの検定は,

TB ≧ χ2
J−1(α)のときH0を棄却する

TB < χ2
J−1(α)のときH0を棄却しない
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で与えられる．ただし，自由度 J − 1のカイ二乗分布の上

側 100α%点 を χ2
J−1(α)とする．

検定関数 ϕ(x)を使って表すと,

ϕ(x) =

{
1 （TB ≧ χ2

J−1(α))

0 (TB < χ2
J−1(α))

である.

4 C言語によるプログラム解説

4.1 プログラム内容

C言語により,カイ自乗型検定による検定結果及び,カイ

二乗分布に従う変数を用いた検定結果を作成した.ただし,

上側 100α%点を求めるために文献 [2]を引用した.

4.2 カイ自乗型検定のmainプログラム

int main(void)

{

input();

alpha();

Xijk_pij();

as();

TB1();

TB2();

prokai1();

prokai2();

fai1();

fai2();

}

4.3 プログラムの流れ

1. input 関数の中で, ファイル名を入力し, 層, 標本, サイ

ズの値を入力してデータを読み込み,整理する.

2. alpha関数の中で, 自由度と αの値を入力する.

3. Xijk pij関数の中で,データを 0,1の値で表し, p̂ij(1),

p̂ij(2)を計算.

4. as関数の中で, arcsin(
√
p̂ij)を計算.

5. TB1関数の中で, p̂ij(1)のときの統計量 TB を計算.

6. TB2関数の中で, p̂ij(2)のときの統計量 TB を計算.

7. prokai1関数の中で, p̂ij(1)のときのカイ自乗分布の上

側確率の値を求め, 棄却するか判定して出力.

8. prokai2関数の中で, p̂ij(2)のときのカイ自乗分布の上

側確率の値を求め,棄却するか判定して出力.

9. fai1関数の中で, p̂ij(1)のときの統計量と 100α%点を

比べて棄却するか判定して出力.

10. fai2 関数の中で, p̂ij(2) のときの統計量と 100α% 点

を比べて棄却するか判定して出力.

5 データとその結果解析

5.1 データ

平成 26 年, 平成 27 年, 平成 28 年において, 腸管感染

症による死亡者数,結核による死亡者数,ウイルス肝炎によ

る死亡者数, 貧血による死亡者数, 糖尿病による死亡者数,

パーキンソン病による死亡者数, アルツハイマー病による

死亡者数,高血圧性疾患による死亡者数, 胃潰瘍及び十二指

腸潰瘍による死亡者数, ヘルニア及び腸閉塞による死亡者

数が月別に分かれたデータ (文献 [3]) をもとに, プログラ

ムを実行した.

このとき, I = 3(年代), J = 10(各死亡要因), k = 12(月)

とする.

5.2 実行結果

α = 0.01としたときの,プログラムの実行結果のディス

プレイ上の表示が次である.

誤差 0.000010 以下の自由度 9.000000 のカイ自乗分

布の上側 1.000000 パーセント点は 21.666039

Tb1=249.417639

自由度 9 のカイ自乗分布の上側確率: 0.000000

統計量 1は H0を棄却する

Tb2=160.847243

自由度 9 のカイ自乗分布の上側確率: 0.000000

統計量 2は H0を棄却する

5.3 解析結果とその考察

検定の結果, 有意水準 α = 0.01のとき帰無仮説H0 は棄

却された. よって, 各要因の死亡者数と月ごとの関係があ

ることが分かった. その理由として, 暖房や冷房をつける

室内と屋外, 昼夜など気温の差が大きくなる時期には体調

が崩れやすく, 気温差が小さくなる時期には体調が崩れに

くいと考察できる.

6 おわりに

本論では, 多群比率モデルにおけるカイ自乗型検定を提

案した. また, C 言語によってプログラムを作成し結果を

得ることができた. 実際にプログラムを作成し現実のデー

タを用いることによって, 層別化された多群比率モデルの

統計解析法に対する理解をより深めることができた.
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