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1 はじめに

座標平面上の点を向きが同じで原点からの距離が元の点

の距離の逆数に比例するよう な点に対応させる変換を反転

という ． 反転を利用して様々な図形の性質を調べる手法を

総称して反転法という ．

　反転法は特に複数の円や球が内接している問題を解く 際

に絶大な力を発揮する． しかし ， どのよう な問題でもその

力を発揮するかいえば, 必ずしもそう ではなく ， 簡単な図

形や反転してもあまり 変わらない図形では反転法を利用す

る意味がなく なってしまう こともあり ， 初等幾何で解く 方

が簡単に解ける場合も多い．

　本研究では， 反転法の解析幾何学的考察をし ， 実際に解

析幾何を用いて問題を解いてみたいと思う ．

2 反点と反形について

2.1 反点と反形とは

図 1

定円の中心を O， その半径を k とする． Oから引かれる

直線上の 2点 P ， P1 の間に OP OP1 = k2 という 関係が

あるとき， P ， P1 はこの円に関して反点であるという [1]．

また， このときの定円の半径 k を反転定数という [2]．

P (x, y)， P1(x1, y1) が定円 x2 + y2 = k2 に関して互い

に反点であるとき， OP = r， OP1 = r1 と置く と ，
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が成り 立つ (図 1参照).
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(1) と (2)は x, y と x1， y1 の関係を表す式である． これ

によって， ある点 P の位置から対応する反点 P1 の位置を

求めることができる．

　 P が円の中心に限り なく 近いとき， P1 は円の中心から

限り なく 遠く なり ， P が円の内側にあるとき P1 は円の外

側にあり ， P が円に近づく につれて P1 も円に近づく ． ま

た， P が円の上にあるとき， P1 と一致する．

　また， P が一つの曲線を描く とき ， P1 は他の曲線を描

き， P1 の描く 曲線を定円に関して P の描く 曲線の反形と

いい， 定円の中心を反形の中心という [2]．

2.2 直線の反形

直線 ax+ by+ c = 0の定円 x2 + y2 = k2 に関する反形

の方程式は， (1) により ，
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すなわち，
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) + k2(ax1 + by1) = 0

が成り 立つ．

　したがって， c 6= 0 のとき， すなわち原点を通過しない

直線の反形は原点を通過する円となり ， c = 0 のとき， す

なわち原点を通過する直線の反形は元の直線と同じ直線に

なる．

2.3 円の反形

円 x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0(f, g は実数) の定円

x2 + y2 = k2 に関する反形の方程式は， (1) より ，
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すなわち，
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が成り 立つ．

　したがって， c 6= 0 のとき， すなわち原点を通過しない

円の反形は円となり ， c = 0 のとき， すなわち原点を通過

する円の反形は直線となる．



3 適用例

次に実際に参考文献 [2] に載っている問題を解析幾何で

解いてみる．

問題　図 2 元図のよう に半径 R の大円 2 個とそれに接

する直線との間に小円を逐次入れていく ． 最初の小円を第

1円とするとき n番目の小円の半径 rn を求めよ ．

　解答　図 2元図のよう に 2つの大円の接する点を原点 O

とし ， A = (2R, 0) とおく ．

　反転定数を 1 とし ， 原点を中心とする円に関して反転す

ると ， 大円 1 と大円 2は原点を通らない直線になり ， 小円

はすべて原点を通らない円になり ， 直線は原点を通る円に

なる． また， 反転しても各図形が接している図形は変わら

ないので， 図 3反転図のよう になる．

　そこで， (2) より ， A′ の座標は
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となる．

　よって， 小’円の半径は
1
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また， 小’円 n の y 軸との交点のう ち， x軸側の点の座

標は
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れる．

　 (1) より ， 図 4 小円 n 拡大図のよう に小円 n の y 軸と

の交点のう ち ， x 軸側の点の座標は
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となり ,計算すると ，
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となる．

これは， 参考文献 [2] に載っている答えと一致している．

図 2 :元図

図 3 :反転図

図 4 :小円 n拡大図

4 おわりに

参考文献 [2] に載っている反転基本式など， 反転法には

定理がいく つかある． 最初はその定理を解析幾何を用いて

証明し ， 使おう としていた． しかし ， どう してもその証明

に対して， 解析幾何の有用性が見出せなかった． そこで，

私は， 解析幾何を用いたら反転法を使う 問題を定理をほ

とんど使わず高校数学のみで解けるのではないか， と考え

た。 そして， 実際に解いてみたら案外あっさり と解けてし

まい， 驚いた． また， 解析幾何の有用性を再確認させられ

た． そして， 本研究を通し ， 難しい和算の問題なども簡単

に解けてしまう反転法についてとても理解が深まった．
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