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1 はじめに

多重振子はとても複雑な動きをし、ほとんど周期性のな

い行動をし、カオス性を持った動きを見せる．そんな多重

振子の摩訶不思議な運動を制御することができないか、と

考えたことがきっかけとなり、研究を始めた．本研究では

振り子の運動となる剛体力学について学び、倒立振子を

制御するシュミレーションを行う．その振り子を多関節に

し、倒立に制御することを目標とする．

2 剛体力学

2.1 ニュートンの運動の法則

法則 2.1 運動の第一法則（慣性の法則）

静止または等速度運動をする物体は，外力によってその状

態を変えられない限り，その状態を続ける．【v=一定】

法則 2.2 運動の第二法則（運動の法則）

r を質点の動径ベクトルとする．ṙ は速度，r̈ は加速度．

物体の加速度は外力 f に比例し,質量mに反比例する．

m
d2r

dt2
= f

これを特にニュートンの運動方程式という.

法則 2.3 運動の第三法則（作用・反作用の法則）

２つの物体が互いに及ぼしあう力は，大きさが等しく方向

は反対である．

2.2 質点の力学

定義 2.1 p：運動量，r：動径ベクトルとすると，

角運動量：Lは，
L = r × p

と pと r のベクトル積で表せる．

定義 2.2 r：動径ベクトル，F：力とすると，

N：力のモーメントは，

N = r × F

と表される．

法則 2.4 角運動量 Lと力のモーメントN について、

dL

dt
= N

が成り立つ．

2.3 質点系の力学

法則 2.5 質点系の全運動量の時間的変化は外力の和に等

しい．外力がないときには，全運動量は保存される．

点 r1，…，rN からなる質点系 S を考える．質点 rj(1≦ｊ

≦ n) の運動量を P j とする. またその質量を mj とする．

全質量はm =
∑N

j=1 mj で，重心は rG =
∑N

j=1 mjrj/m

である．外力を F j(rj にかかる外力)とすれば，質点系の

全運動量を P とし，P=
∑N

j=1 P j とすると，

dP

dt
=

N∑
j=1

F j

と書ける．

2.4 剛体の簡単な運動

上の質点系 Ｓ が剛体であるとは，力が加わっても二点

間の距離が不変であることである．剛体の運動は，並進運

動と回転運動に分けられる．重心に対する運動方程式（並

進運動）は，F =
∑N

j=1 F j として

m
d2rG
dt2

=
N∑
j=1

F j

であり，角運動量に対する運動方程式（回転運動）は，

L =
∑N

j=1 rjpj ,N =
∑N

j=1 N j と定義して，

dL

dt
= N

である．三次元剛体は並進運動の自由度が 3，回転運動の

自由度が 3，あわせて 6の自由度をもつ．

定義 2.3 固定軸から質点 j（質量 mj）までの距離を rj

とすると軸のまわりの慣性モーメント I は

I =
N∑
j=1

mjr
2
j

で与えられる．

法則 2.6 定義 2.1で定義 2.3を用いると，軸のまわりの

角運動量は，ω を角速度とすると，

L = Iω

となる．これより，回転運動の運動方程式は，

I
dω

dt
= N

と書ける．また，剛体が標準の位置からまわった角を θ と

すれば，

ω =
dθ

dt

であるため，運動方程式は

I
d2θ

dt2
= N

とかける．



2.5 拘束された運動

物体の運動がある曲線や曲面上に限られているとき，拘

束された運動という．振り子のように円上や球面上での運

動などがそうである．この運動では，物体にはたらく力と

して，通常の重力のような外力のほかにその拘束面に制限

するためだけにはたらく力 Ｓ が加わる．これを拘束力と

いう．

m
d2r

dt2
= f + S

となる．

3 多重倒立振子の力学モデル

図１の様に x 軸上を動く支点 x = (x, 0) と n 個の質点

m1, m2, · · · , mn をこの順に，長さ l1, l2, · · · , ln の質

量の無い棒でつないだものを多重倒立振子のモデルとす

る．支点と質点を関節として，棒は自由な角度を取れるも

のとする．

質点mi の座標を ri = (xi, yi) (1 ≤ i ≤ n)とする．簡

単のため，r0 = xと約束する．棒 li をベクトル
−−−−→ri−1ri と

考えたとき，その y軸となす角を θi とする．y軸となす角

が θ の単位ベクトルを，

e(θ) = (sin θ, cos θ)

と書く．また，その θによる微分を

e′(θ) =
d

dθ
e(θ) = (cos θ,− sin θ),

e′′(θ) =
d2

d2θ
e(θ) = (− sin θ,− cos θ)

と書く．e′′(θ) = −e(θ)である．

質点の座標 ri は次のように表せる．

r0 = x,
ri = ri−1 + lie(θi) (1 ≤ i ≤ n).

これを時間 tで微分して，速度は，

ṙ0 = ẋ,

ṙi = ṙi−1 + liθ̇ie
′(θi) (1 ≤ i ≤ n).

もう一度時間 tで微分して，加速度は，

r̈0 = ẍ,

r̈i = r̈i−1 + li{θ̈ie′(θi) + θ̇2i e
′′(θi)} (1 ≤ i ≤ n).

である．

質点mi は，重力mig を受ける．ここで，g = (0,−g)，

g ∼= 9.8 は重力加速度である．また，棒 li から抗力 Si =

sie(θi)を受ける．さらに，棒 li+1 から抗力 −Si+1 をうけ

る．以上より，質点mi が受ける力は，

Fi = mig + sie(θi)− si+1e(θi+1) (1 ≤ i ≤ n− 1),
Fn = mng + sne(θn)

である．(1), (2) と Newton の公式 mir̈ = Fi (1 ≤ i ≤
n)より，多重倒立振子の運動方程式

mir̈i = mig + sie(θi)− si+1e(θi+1)

(1 ≤ i ≤ n− 1),

mnr̈n = mng + sne(θn) (1)

が得られた．

e(θi) · e(θi) = 1, e′(θi) · e(θn) = 0

であるから, (1)と e(θi)の内積をとり,

si − e(θi) · e(θi + 1)si + 1 = mie(θi) · (r̈i − g)

(1 ≤ i ≤ n− 1),

sn − e(θi) · e(θi + 1)si + 1 = mne(θn) · (r̈n − g) (2)

また e′(θi)の内積をとり,

mi(r̈i − g) · e′(θi) = −si + 1− e(θi + 1) · e′(θi)
(1 ≤ i ≤ n− 1),

mn(r̈n − g) · e′(θn) = 0 (3)

となる. (2)を si(1 ≤ i ≤ n− 1)に関して解き,それを (3)

に代入して θ, θ̇, θ̈ に関する微分方程式を得る.

図 1 多重振り子

4 おわりに

これまでの研究で，剛体力学の基本事項を確認し，多重

倒立振子の力学モデルを立てた．今後の課題は倒立振子の

制御シュミレーションを行い，多関節による制御を研究し

ていく．
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