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1 はじめに

ロジスティック回帰の有効性をプロビットモデル, 極値

モデルによる分析と比較することによって考察する. ロジ

スティック回帰については, 多項ロジスティック回帰と順

序ロジスティック回帰についても分析を行う. 回帰式の有

効性を調べるために, AIC, ピアソン残差統計量を用いる.

なお, 解析にはフリーソフト「R」を用いた.

2 ロジスティック回帰

異なるレベルの刺激を与えるある実験において, 各刺激

に対して反応した (=1) か否か (=0) の 2 値をとる確率変

数を Y とする. 説明変数である刺激 x に対して反応する

確率を p とすると, p =Pr(Y = 1|x) と表現できる. この

ときロジスティック回帰を用いて

p =
exp(βTx)

1 + exp(βTx)
(1)

と定義する.ただし, β=(β1, . . . , βn)
T , x = (x1, . . . , xn)

T .

このとき,

log
p

1− p
= βTx (2)

である. このロジット変換と呼ばれる変換により, 非線形

関数であるロジスティック関数が線形回帰モデルに変換さ

れパラメータ推定が可能になる.([1], [4]参照).

2.1 オッズ比

pと 1 − pの偏りを調べる量としてオッズ比が使われて

いる.
p

1− p
と表し, 2つの結果の片方がもう片方よりも何

倍起こりやすいかを意味する. ([1]参照).

2.2 メディアン有効レベル

ある特定のレベルの反応を起こす刺激レベルを推定する

ときに用いられる. そのときにメディアン有効モデルを用

いて, 推定された回帰曲線から反応する確率が 0.5 になる

刺激量 x0.5 は

exp(β0 + β1x1)

1 + exp(β0 + β1x1)
=

1

2
⇒ x0.5 = −β0

β1
(3)

により推定される. ([1]参照).

3 用量反応モデル

3.1 極値モデル
極値モデルは

log[− log(1− p)] = β1 + β2x (4)

で定義される. このモデルは pの値が 0.5の近傍のときは

ロジスティックモデルに類似しているが, pが 0, 1のとき

はズレが生じる. ([1]参照).

3.2 プロビットモデル

このモデルでは, 正規分布を許容値分布として用いる.

p = Φ(
x− µ

σ
) (5)

ただし, Φ は標準正規分布 N(0, 1) の分布関数である. こ

のモデルは, β1 =
−µ

σ
, β2 =

1

σ
とおけば,

Φ−1(p) = β1 + β2x (6)

となるので, 連結関数を標準正規分布の逆累積分布関数と

した一般化線形モデルである. ([1]参照).

4 モデルの推定

4.1 ピアソン残差

今回はピアソン残差を用いて適合度を調査する. 共変量

が m個存在する場合は, m個の残差が計算され, ピアソン

残差は

Xk =
yk − nkp̂k√
nkp̂k(1− p̂k)

, k = 1, . . . ,m (7)

で定義される. そして,近似的にX2 =
m∑

k=1

X2
k～χ2(m−p)

となる. ([2]参照).

4.2 AIC

変数の選択を行う際の基準として, AIC(赤池情報量基

準)を用いることがある.AICは

AIC = － 2× (最大対数尤度) + 2× (パラメータの数)

と定義される. 最小の AIC をもつモデルが最良のモデル

と考える. ([2]参照).

5 多項ロジスティック回帰モデル

反応変数が 2 つ以上のカテゴリーを持ち, かつカテゴ

リー間に自然な順序がない場合にロジスティック回帰モデ

ルを拡張する. まず, どれか 1 つのカテゴリーを基準カテ

ゴリー (reference category) として選択する. ここでは第

1カテゴリーとする. このとき, 他のカテゴリーに対するロ

ジットを, logit(pj) = log
pj
p1

= xT
i βj , j = 2, . . . , J と定

義する. この計 (J-1)個のロジット式より, パラメータ βj

を推定すると

p̂1 =
1

1 +
∑J

j=2 exp(x
Tβj)

, p̂j =
exp(xTβj)

1 +
∑J

j=2 exp(x
Tβj)

となる. ([1]参照).
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6 順序ロジスティック回帰

もし, 反応変数カテゴリー間に自然な順序が存在すれば,

それをモデルに取り組むことが可能である. 概念的にはあ

る状態を測る連続的な潜在変数 z が存在するとき, 潜在変

数の代わりであるような J 個のカテゴリーを設け, そのい

ずれかに振り分けることがしばしば行われる. しかし, こ

れは変数 z に区分点 C1, . . . , CJ−1 を設け, それに従って z

の値を計測することに相当する. ([1]参照).

6.1 比例オッズモデル

パラメータベクトル βj = (β0j , β1j , . . . , βp−1,j)
T にお

いて, 切片項 β0j だけが j に依存し, それ以外は j に依存

しないような場合,

log
P (z > Cj)

P (z ≤ Cj)
= β0j + β1x1 + · · ·+ βp−1xp−1 (8)

と簡略化される. ([1]参照).

7 多項ロジスティック回帰の解析例

自動車装備に対する嗜好調査として, McFadden らは,

自動車ドライバーに対し, 安全性や自動車装備への嗜好に

関する聞き取り調査を実地した ([3] 参照). 総数 300 人に

対する調査データにロジスティックモデル

log

(
pj
p1

)
= β0j + β1jx1 + β2jx2 + β3jx3, j = 2, 3 (9)

を当てはめる. 今回は 2つの基準カテゴリーにより解析を

行った. 1つ目の基準は [1]と同じように,「女性」,「年齢

18-23歳」を説明変数の基準として行い, 2つ目は,「男性」,

「年齢 > 40」を説明変数の基準カテゴリ－として,

x1 =

{
1 女性
0 男性

, x2 =

{
1 18-24

0 それ以外
, x3 =

{
1 24-40

0 それ以外

とした.

表 1 ロジステックモデルを当てはめた結果

パラメータ β 推定値 b(標準誤差) オッズ比 eb

β02 定数 0.609(0.365)

β12 女性 0.388(0.301) 1.47

β2218-24歳 － 1.588(0.403) 0.20

β3224-40歳 － 0.459(0.423) 0.63

β03 定数 1.065(0.350)

β13 女性 0.813(0.321) 2.26

β2318-24歳 － 2.917(0.423) 0.05

β3324-40歳 － 1.439(0.416) 0.24

AIC=596.702, X2=3.926

1 つ目の解析結果は [1] の解析結果と一致した. 2 つ目

の解析結果は表 1 である. 2 つの解析結果を総合的に考

察すると, オッズ比により, 年齢が増加するとエアコンお

よびパワーステアリングの重要性が高まり, 女性のほう

が重要性が高まることがわかる. この結果は [1] で書かれ

ている考察と一致する. そしてピアソン残差の平方和は

X2 = 3.926 となり, χ2
4(0.05) = 9.488 と比較したときこ

のモデルはよく当てはまっていることがわかる.

8 順序ロジスティック回帰の解析例

多項ロジスティックと同じデータを順序を取り込んで解

析する. 比例オッズモデル

log

(
p2 + p3

p1

)
= β01 + β1x1 + β2x2 + β3x3 (10)

log

(
p1

p2 + p3

)
= β02 + β1x1 + β2x2 + β3x3 (11)

を当てはめる. ([1]参照). ただし, x1,x2,x3 は前節と同じ

である. 当てはめた結果が表 2である.

表 2 各モデルを当てはめた結果

回帰モデル AIC X2

ロジスティック 591.296 4.564

プロビット 591.844 5.168

極値 592.885 6.075

順序ロジスティックモデル（3つのモデル)は χ2
7(0.05) =

14.067より小さい. そして, 多項ロジスティックと比較を

すると, どのモデルも χ2 の当てはまりはよいが, AICには

差が生じた. その結果極値モデルが一番当てはまりが悪い

とわかる. このデータの場合, 順序ロジスティックモデル

のほうが変数が減るので, 順序を取り込んだロジスティッ

クモデルのほうが良いと考えられる.

9 おわりに

本研究はロジスティック回帰の様々な問題について研究

することができ, ロジスティックモデルの有効性を理解で

きた. さらに, 統計学で重要なピアソン残差, 推定値そして

AICについても学ぶことができた. 大学院でも統計学を専

攻していくので, この研究を今後の大学院の勉学に活かし

ていきたい.
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