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1 はじめに

月と地球と宇宙機による制限三体問題を考える. 月と地

球という二天体に対して, 宇宙機の質量は非常に微小であ

る. よって宇宙機が天体に与える影響を無視して考えるこ

とが可能となる. つまり二天体の重力場を宇宙機が運動す

ると考える事ができる. 特に 2つの天体が共通の重心のま

わりを互いに円運動している場合に, これら 2つの天体の

引力を受けながら動く無限小の質量の第 3の物体の運動を

論じる問題を円制限三体問題と呼ぶ. この重力場の力学的

平衡点はラグランジュ点と呼ばれ, L1 から L5 まで合計 5

つ存在する. これらのラグランジュ点近傍を通る周期軌道

はハロー軌道と呼ばれる. 月の裏側に存在する L2 点を中

心にして周回するハロー軌道は様々なミッションに利用さ

れている. 観測技術の進歩によって従来の宇宙像を覆す発

見が数多くなされている一方で要求されるミッションが高

度化し, これに伴い更に効率のよい観測方法が求められる

ようになった. 一例がフォーメーションフライトである.

これは従来１機の大型衛星で行っていたミッションを複数

の小型衛星を用いて協調して観測を行う編隊飛行技術のこ

とである. 複数の小型衛星を用いて観測することは, １機

の大型衛星を用いるよりも効率が良いとされている. 本研

究では L2 点近傍のハロー軌道を目標軌道とし２機の人工

衛星を用いたフォーメーションフライトを行うこととす

る. L2 点を出発点とし, 目標軌道への移行制御を行う. 収

束後は維持制御に切り替えることとする. その後, 主衛星

を中心として約 2[km]離れたところを円軌道を描くように

従衛星を周回させ, フォーメーションフライトを行う. 性

能評価には収束までの時間である整定時間 (ST ) と, 燃料

消費と比例関係にある速度変化の総和（L1 ノルム）を用

いることとする.

2 軌道方程式

2.1 三体問題

地球, 月, 宇宙機の円制限三体問題について考え, 軌道方

程式を導出する. 図 1の通り, 地球の質量をMe, 月の質量

を M , 宇宙機の質量を m とすると, 質量比は Me : M =

5.97219 × 1024[kg] : 7.34767 × 1022[kg] = 81.2801 : 1で

ある.以下, モデル化に用いたパラメータの値を示す. また

O を慣性座標系 O − {I,J ,K}の原点とする. ρは地球と

月の総質量に対する月の質量比率, D0 は二天体間の重心

間距離, Gは万有引力定数である.

地球-月系の重心を回転座標系 Ob − {ib, jb,kb} の原点と
し, Ob と地球の重心との距離を D1, Ob と月の重心との距

図 1 三体問題

表 1 モデル化に用いた値

パラメータ 数値

µ = G(Me +M) 403, 402[km3/s2]

µ1 = GMe 398, 500[km3/s2]

µ2 = GM 4, 903[km3/s2]

ρ = M/(Me +M) 0.0121536

D0 384,748[km]

D1 = ρD0 4,676[km]

D2 = (1− ρ)D0 380,072[km]

n = (µ/D3
0)

1/2 2.661365 × 10−6[rad/s]

離を D2, 制御加速度 u = [ux uy uz]
T とすると宇宙機の

運動方程式は座標を用いて

Ẍ − 2nẎ − n2X = −GMe

r3e
(X +D1)

− GM

r3
(X −D2) + ux

Ÿ + 2nẊ − n2Y = −GMe

r3e
Y − GM

r3
Y + uy

Z̈ = −GMe

r3e
Z − GM

r3
Z + uz

(1)

となる. ここで, re =
[
(X +D1)

2 + Y 2 + Z2
]1/2

, r =[
(X −D2)

2 + Y 2 + Z2
]1/2

とした.

2.2 軌道方程式の無次元化

τ = t/(1/n), X̄ = X/D0, Ȳ = Y/D0, Z̄ = Z/D0 を用

いて軌道方程式 (1)を無次元化すると,

X̄ ′′ − 2Ȳ ′ − X̄ = −1− ρ

r̄e3
(X̄ + ρ)− ρ

r̄3
(X̄ − 1 + ρ) + ūx

Ȳ ′′ − 2X̄ ′ − Ȳ = −1− ρ

r̄e3
Ȳ − ρ

r̄3
Ȳ + ūy (2)

Z̄ ′′ = −1− ρ

r̄e3
Z̄ − ρ

r̄3
Z̄ + ūz



となる. ′ は τ の微分である. ここで ūx = ux/n
2D0, r̄e =

re/D0, r̄ = r/D0,r̄e =
[
(X̄ + ρ)2 + Ȳ 2 + Z̄2

]1/2
, r̄ =[

(X̄ − 1 + ρ)2 + Ȳ 2 + Z̄2
]1/2

である. 式 (2)において, 入

力なしで導関数を 0とすると

X̄ = −1− ρ

r̄e3
(X̄ + ρ)− ρ

r̄3
(X̄ − 1 + ρ)

Ȳ = −1− ρ

r̄e3
Ȳ − ρ

r̄3
Ȳ

Z̄ = 0

となり、これらの等式を満たすラグランジュ点は軌道面

内上に存在することが明らかとなる. 座標の原点を L2 点

に移すために (X̄, Ȳ , Z̄) = (x + l2(ρ), y, z) とし, L2 点

(l2(ρ), 0, 0)において線形化すると,

x′′ − 2y′ − (2σ + 1)x = ūx

y′′ + 2x′ + (σ − 1)y = ūy (3)

z′′ + σz = ūz

となる. このとき表 1 より, σ = ρ/ |l2 − 1 + ρ|3 + (1 −
ρ)/ |l2 + ρ|3 = 3.1904025である.

3 制御系設計

3.1 状態方程式の導出

式 (3)は x = [x y x′ y′ z z′]
T と u = [ux uy uz]

T を用

いて,

x′ = Ax+Bu

という状態方程式で表せる. ここで A, B は

A =


0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

2σ + 1 0 0 2 0 0
0 1− σ −2 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 −σ 0



B =


0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1


である. 非線形方程式 (2)は非線形項 g(x)を

g(x) =


l2 − 2σx− 1−ρ

r31
(x+ l2 + ρ)

− ρ
r32
(x+ l2 − 1 + ρ)

σy − 1−ρ
r33

y − ρ
r32
y

σz − 1−ρ
r31

z − ρ
r32
z

 (4)

とすると
x′ = Ax+Bg(x) +Bu (5)

と表せる.

3.2 誤差方程式

L2 点 近 傍 の ハ ロ ー 軌 道 の 初 期 値 を xf0 =

[xf0 yf0 xf0
′ yf0

′ zf0 zf0
′]
T とする. この軌道は厳密に

は周期軌道とならないので自由運動の１周目の軌道を反

復させ目標軌道とする. 制御を加える衛星の軌道を制御軌

道と呼び, その初期値を x0 = [x0 y0 x0
′ y0

′ z0 z0
′]
T とす

る. このとき２つの軌道の方程式はそれぞれ

xf
′ = Axf +Bg(xf ),xf (0) = xf0

x′ = Ax+Bg(x) +Bu,x(0) = x0

(6)

となる. このとき誤差方程式 e = x− xf は

e′ = Ae+B(g(x)− g(xf )) +Bu

を満たす. 最適レギュレータの重み行列をQ, Rとし, 評価

関数を最小にする K = R−1BTX が安定なフィードバッ

クゲインである. ここで X はリッカチ方程式

ATX +XA+Q−XBR−1BTX = 0

の解であり, 以下の制御入力

u = −Ke− g(x) + g(xf )

を用いると軌道誤差の方程式は

e′ = (A−BK)e

となる. Rを変化させることにより軌道誤差を 0に近づけ,

目標軌道までのフィードバック制御を行う.

4 主衛星の移行制御と維持制御

4.1 評価方法

フォーメーション開始前に, L2 点からハロー軌道に移行

させる制御, 移行完了後に軌道上を維持させる制御を行う.

最適レギュレータの状態の重み行列 Q を Q = I6 で固定

し, 移行制御, 維持制御それぞれにおける入力の重み行列

Rを変化させてシュミレーションを行うことにより, L1ノ

ルムの変化を調べる. 加速度の絶対積分である L1 ノルム

は速度変化の総和であり, 燃料消費と比例関係にある. R

の変化は R = 10r× I3 の r を −3 から 1.5 まで 10−1 刻

みで変化させることとし, L1ノルムが最小になる rを調べ

る. 移行軌道においては収束までの整定時間 ST も考慮す

ることとする.

4.2 移行制御

L2 点から, ハロー軌道へ移行させる制御を行う. 移行制

御においては地球と月との距離の ±10−4(±38.4748[km])

を許容誤差とし, 収束判定を行う. 移行制御における入力

の重み行列 R の r を変化させ, L1 ノルムの最小値を求め

る. このときの L1ノルムの変化を図 2に, 整定時間 ST に

ついては図 3に示す.

L1 =

∫ ST

0

(ux
2 + uy

2 + uz
2)1/2dτ



図 2 L1ノルムの変化 図 3 ST の変化

4.3 維持制御

ハロー軌道の初期値を出発し, そのまま軌道上を維持

する制御を行う. 維持制御では, 地球と月との距離の

±10−5(±3.84748[km]) を許容誤差とし, この範囲内で維

持を行う. L1 ノルムの式を以下に示す. この T は 1 周す

るのにかかる時間である. 各 r における１周平均の L1ノ

ルムを図 4に示す.

L1 =

∫ T

0

(ux
2 + uy

2 + uz
2)1/2dτ

図 4 L1ノルムの変化

4.4 性能評価

図 2, 図 3, 図 4より明らかになった最適な r について以

下の表 2に示す.

表 2 最適値

r の値 L１ノルム ST

移行制御 -1 0.2306 5010

維持制御 -0.7 0.0041 -

5 フォーメーションフライト

5.1 従衛星の座標設定

従衛星の相対周期軌道（w1, w2, w3）とする.

w = [w1 w2 w3 w4]
T とおき, 成分を以下に示す.

w1 = a cosωt, w2 = a sinωt

w3 = b cosωt, w4 = −b sinωt

このとき w4 = w′
3 であり, w1,w2 は面内を表し, w3,w4 は

面外の相対位置と相対速度成分を表している.

5.2 出力レギュレータ

主衛星に従衛星を追従させるために出力レギュレーショ

ン理論を用いる. 式 (6) の主衛星の制御軌道 x′ を目標軌

道とする. 従衛星の制御軌道の方程式は以下のようになり,

初期値を xj0 =
[
xj0 yj0 xj

′
0 yj

′
0 zj0 zj

′
0

]T
とする.

xj
′ = Axj +Bg(xj) +Buj ,xj(0) = xj0

w を生成する外部システムは

w′ = Sw,w(0) = w0

であり,

S =

 0 s1 0 0
s2 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −(ω2)

2 0

 , s1s2 = −(ω1)
2, ω2 > 0

となる. 従衛星が追従する軌道は (x+w1, y +w2, z +w3)

であり, この軌道へ移行, そして維持させる制御を加える.

このとき,
xj − x→w1

yj − y→w2

zj − z→w3

で あ り 主 衛 星 と 従 衛 星 の 誤 差 で あ る e =

[xj − x yj − y zj − z]
T が常に w を保つように制御を行

う. この時の出力を

z = Ce+Dw (7)

とし, このzを 0に近づけていく. ここで C,D を以下のよ

うに定める.

C =

[
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0

]
, D =

[
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

]
この問題の可解条件は

AΠ−ΠS +BΓ = 0

CΠ+D = 0

が解 Π,Γをもつことである. このレギュレータ方程式を解

くと Π, Γは以下のように与えられる.

Π =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 s1 0 0
s2 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



Γ =

[
s1s2 − 2s2 − 2σ 0 0 0

0 s1s2 + 2s1 − 1 + σ 0 0
0 0 −(ω2)

2 + σ 0

]
出力 z を 0にするフィードバック制御はリッカチ方程式の

解から得られるK を用いて

uj = −Ke+ g(x)− g(xj) + (Γ +KΠ)ω

となる. [2]



6 従衛星の移行制御と維持制御

6.1 許容誤差の設定

これより移行制御, 維持制御それぞれの許容誤差を設定

する. まずは従衛星の移行制御において 10 周し終わるま

での目標軌道との差を明らかにする. r = 0, 0.5, 1の 3通

りを検証したところ最後まで約 ±145[km]の誤差を保ち続

けることがわかった. r = 0.5 のときの誤差について以下

の図 5に示す. 図 5より, 従衛星における誤差が少なくと

図 5 r = 0.5のときの移行における誤差

も ±145[km]は生じていることを考慮して移行制御の許容

誤差を ±150[km]とする. また移行完了後に維持制御に切

り替えるため, これ以上誤差が増えることを認めないこと

とする. したがって維持制御も移行と同様, ±150[km]を許

容誤差とする.

6.2 評価方法

移行制御については節 4.1と同様にして評価を行う. 従

衛星の維持制御については想定するミッションの期間を約

1 ヶ月としミッション終了までの間, 移行制御と同一の許

容誤差内に存在し続ける事ができる r を最適な r として評

価を行うこととする.

6.3 移行制御

L2点から従衛星の目標軌道へ移行させる制御を行う. 従

衛星の移行制御においては ±150[km]を許容誤差とし, 収

束判定を行う. 移行制御における入力の重み行列 Rの rを

変化させ, L1ノルムの最小値を求める. このときの L1ノ

ルムの変化を図 6に, 整定時間 ST については図 7に示す.

図 6 L1ノルムの変化 図 7 ST の変化

6.4 維持制御

主衛星の制御軌道から約 2[km]離れたところを初期値と

し, その初期値から出発した従衛星のフォーメーションを

行う. 各 r における１周平均の L1 ノルムを図 8 に示す.

この軌道は 1周が約 14.8日であるため 1ヶ月で約 2周す

る. 2 周させて誤差が ±150[km] 以内であり続け, なおか

つ燃料消費を抑える事ができる最大の r は 0.5であること

がわかった.

図 8 L1ノルムの変化

6.5 性能評価

図 6, 図 7, 図 8より明らかになった最適な値について以

下の表 3に示す.

表 3 最適値

r の値 L１ノルム ST

移行制御 -0.6 2.6573 3249

維持制御 0.5 2.1425 -

7 おわりに

地球-月系の円制限三体問題における L2 点近傍のハロー

軌道を用いて軌道の維持及び, フォーメーションフライト

を行った. このとき, 微分方程式の数値解の導出にはルン

ゲクッタ法を用いた. 最適レギュレータの入力の重み行列

の指数 r を変化させることにより, 主衛星, 従衛星それぞ

れ燃料消費が最小となる r を設定することができた.
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