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1 はじめに

対称行列 Aの固有値問題における，Householder三重
対角化法 [1]は，Householder変換によりAを相似変換し
て，三重対角行列 T を作り，問題を T の固有値問題に帰
着させる．これを数値的に実行すると，T の近似 T̃ が求
まる．本論の目的は T̃ の固有値とAの固有値の差を評価
することである．

2 区間演算

区間解析では，区間を数の拡張と考える．ここで，区
間とは，閉区間

[x，x] = {x ∈ R|x ≤ x ≤ x}

である．区間を [x] = [x, x]と表すこともある．
関数 f : D ⊂ R → Rを領域 Dで連続な関数とする．関
数 f を区間関数

f([x]) = {f(x)|x ∈ [x]} ([x] ⊂ D)

により IR上の関数に拡張できる．Mathematicaには基
本的な実数関数の区間関数が実装されている．
　区間を要素とする行列

[A] = ([aij ])

を区間行列と言う，Mathematicaの区間演算で行列積AB

を含む区間
[C] = [A][B] ∋ AB

が計算できる．

3 Householder行列とHouseholder三重対
角化

Householder 行列 H ∈ Rn×n は，ベクトル q ∈ Rn，
∥q∥2 =

√
2により ，

H = I − qqT (1)

で定義される対称直交行列である.

　任意のベクトル a = (a1, a2, · · · an)T ∈ Rn に対し,

Householder行列H(a) ∈ Rn×n が存在し,

H(a)a = be1, b = ±∥a∥2 (2)

とすることができる. 符号 ±は任意に選べるが, 計算上
で桁落ちの少ない方を選ぶ.

　 Householder三重対角化 [1]は, Householder行列を用
いて n次対称行列 Aを相似変換し, 対称三重対角行列 T

を作る.

すなわち, i = 1, 2, · · · , n− 2の順に適切に

Hi =

(
Ii O

O H(ai)

)
∈ Rn×n (3)

を定め

QAQT = T,

Q = Hn−2, · · · ,H2H (4)

とする.

　数値的に Householder三重対角化を行うと, T の近似
行列 T̃ が求まる．Householder三重対角化の精度保証と
は,

∣∣∣λi(T̃ )− λi(A)
∣∣∣ ≤ δi (1 ≤ i ≤ n) (5)

を満たす δi を計算することである.

　ここで, λi(A)は行列Aの小さい方から i番目の固有値
である.

4 基本的な定理

精度保証に用いる基本的な定理を紹介する.

[定理 1]対称行列A ∈ Rn×nと行列Q ∈ Rn×nについて，

QQT = I + E, ∥E∥2 ≤ ϵ < 1 (6)

のとき，B = QAQT とすると

|λi(A)− λi(B)| ≤ ϵ

1− ϵ
λi(B). (7)

[定理 2]ベクトル q ∈ Rn について，H = I − qqT とす
ると

∥HHT − I∥2 ≤ (∥q∥22 − 2)∥q∥22. (8)

[定理 3]行列H ∈ Rn×n 　 (1 ∈ i ∈ k)に対して

Q = Hn−2 · · ·H2H1, (9)

∥HiH
T
i − I∥2 ≤ δi　 (1 ≤ i ≤ k) (10)

なら

∥QQT − I∥ ≤
k∏

i=1

(1 + δi)− 1 =: ϵ2 (11)



5 精度保証のアルゴリズム

対称行列 Aの Householder三重対角化を数値的に実行
して求めた行列を

H̃i =

(
Ii O

O H(ãi)

)
(1 ≤ i ≤ n− 2) (12)

とし，

Q̃ = H̃n−2 · · · H̃1 (13)

とする．
このとき，

(
∥ãi∥22 − 2

)
∥ãi∥22 ≤ δi (1 ≤ i ≤ n− 2) (14)

となる δi をMathematicaの区間計算で求め，

∥H̃iH̃
T
i − I∥2 ≤ δi (1 ≤ i ≤ n− 2) (15)

を得る．これと定理 3より

∥Q̃Q̃T − I∥ ≤
k∏

i=1

(1 + δi)− 1 =: ϵ2 (16)

を得る．また Qによる Aの三重対角化

B = Q̃AQ̃T (17)

を区間演算で求め，B の包囲

B ⊂ [B] = [B,B] (18)

を計算する．B はほぼ三重対角行列であるから，三重対
角行列 T̃ = (T̃ij)

T̃ij =

{
(Bij +Bij)/2, (|i− j| ≤ 1),

0, (|i− j| > 2)
(19)

で定め，

ϵ1 = ∥T̃ −B∥∞ (20)

と置くと，ϵ2 は小さくなることが予測される．また定理
4より

|λi(T̃ )− λi(B)| ≤ ϵ1 (21)

さらに，(16)，(17)と定理 1より

|λi(B)− λi(A)| ≤
ϵ2

1− ϵ2
|λi(B)| (22)

として，(21) より

|λi(B)| ≤ |λi(T̃ )|+ ϵ1 (23)

ゆえに

|λi(T̃ )− λi(A)| ≤ ϵ1 +
ϵ2

1− ϵ2
(|λi(T̃ )|+ ϵ1) (24)

となる．これにより，λi(A)が λi(T̃ )により精度保証さ
れる．

6 Householderによる結果

数値実験によく用いられる Frank 行列 A = (aij) ∈
Rn×n, aij = min{i, j}を取り上げる. 次数 nは 5 ≤ n ≤
30とする.

Aから式 (19)で得られた三重対角行列 T̃について |λi(A)−
λi(T̃ )|を評価する. 評価式 (24)の右辺を計算し, iに関す
る最大値を rmax とする. λi(T̃ )はMathmaticaの固有値
関数 Eigenvaluesで求めた値を用いた.

　式 (24)の ε1, ε2と rmaxの nによる変化を表に示す.表
の一番右の欄のTrueは全固有値の精度保証が成功したこ
とを示す．表をみると，ϵ2は nの増大による影響をあま
り受けないが，ϵ1 は急激に増大し，その影響で精度保証
区間の半径 rmax が大きくなる．今回の方法は n = 10程
度ならほぼ実用的な精密さを持つが，n = 30あたりで保
証区間 rmaxが非現実的な大きさとなり，実質的に役に立
たなくなっている．

n ϵ1 ϵ2 rmax Success

5 1.27× 10−12 1.53× 10−14 1.46× 10−12 True

6 3.88× 10−12 1.89× 10−14 4.21× 10−12 True

7 1.13× 10−11 2.42× 10−14 1.19× 10−11 True

8 2.59× 10−11 2.82× 10−14 2.68× 10−11 True

9 6.42× 10−11 3.49× 10−14 6.55× 10−11 True

10 4.82× 10−10 3.97× 10−14 4.84× 10−10 True

11 6.83× 10−9 4.64× 10−14 6.83× 10−9 True

12 7.96× 10−9 5.22× 10−14 7.96× 10−9 True

13 3.62× 10−8 5.44× 10−14 3.62× 10−8 True

14 5.41× 10−8 5.93× 10−14 5.41× 10−8 True

15 1.45× 10−7 6.51× 10−14 1.45× 10−7 True

16 1.39× 10−6 7.26× 10−14 1.39× 10−6 True

17 1.32× 10−5 7.75× 10−14 1.32× 10−5 True

18 1.19× 10−5 8.42× 10−14 1.19× 10−5 True

19 7.25× 10−5 8.73× 10−14 7.25× 10−5 True

20 7.50× 10−5 9.39× 10−14 7.50× 10−5 True

21 2.31× 10−4 1.00× 10−13 2.31× 10−4 True

22 1.78× 10−3 1.11× 10−13 1.78× 10−3 True

23 3.07× 10−3 1.15× 10−13 3.07× 10−3 True

24 1.03× 10−2 1.21× 10−13 1.03× 10−2 True

25 2.33× 10−2 1.29× 10−13 2.33× 10−2 True

26 1.10× 10−2 1.29× 10−13 1.10× 10−2 True

27 2.10× 10−1 1.37× 10−13 2.10× 10−1 True

28 2.49 1.48× 10−13 2.49 True

29 1.68 1.46× 10−13 1.68 True

30 6.61 1.58× 10−13 6.61 True
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