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付録 P

７章の定理の証明

拙著『多重比較法の理論と数値計算』(白石・杉浦 [2])(以下原著) 第 7章の全ての定理に証明を付す．証明の

一部は白石・杉浦 [1]の内容と重なるが，省略せずに掲載した．

原著の「付録 P章」として構成した．節番号，定理番号，式番号の先頭には全て Pが付され，先頭に章番号

7が付く原著のそれと区別される．章番号を除いた節番号は，第 7章のそれと一致する．例えば，7.4.4節の定

理の証明は P.4.4節に記されている．

P.1 関数族Gと sinc近似

P.1.1 関数族G

（定理 7.1の証明）任意の ξ = x+ x′ ∈ Cに対して

|a1f1(ξ) + a2f2(ξ)| ≦ |a1| |f1(ξ)|+ |a2| |f2(ξ)|

≦ |a1|A1e
−α1x

2+β1x
′2
+ |a2|A2e

−α2x
2+β2x

′2

≦ (|a1|A1 + |a2|A2)max
{
e−α1x

2

, e−α2x
2
}
max

{
eβ1x

′2
, eβ2x

′2
}

= (|a1|A1 + |a2|A2) e
−min{α1,α2}x2+max{β1,β2}x′2

である． □

（定理 7.2の証明）任意の ξ = x+ x′ ∈ Cに対して

|f1(ξ)f2(ξ)| ≦ A1e
−α1x

2+β1x
′2
A2e

−α2x
2+β2x

′2

= A1A2e
−(α1+α2)x

2+(β1+β2)x
′2

である． □

補題 P.1 実数 α ̸= α′, bについて，δ(α, α′, b) = αα′b2/(α′ − α)とすると，任意の実数 xについて，

α(x+ b)2 ≦ α′x2 + δ(α, α′, b) (α < α′),

α(x+ b)2 ≧ α′x2 + δ(α, α′, b) (α > α′).

（証明）α(x+ b)2 − α′x2 − δ(α, α′, b) = (α− α′){x− αb/(α− α′)}2 より． □



P.1関数族Gと sinc近似

（定理 7.3 の証明）f ∈ G(A,α, β) とする．補題 P.1より，d1 = δ(α′, a2α, c/a), d2 = δ(a2β, β′, c′/a) とす

ると，
α′x2 + d1 ≦ a2α(x+ c/a)2, β′x′2 + d2 ≧ a2β(x′ + c′/a)2.

これより，

|g(x+ ix′)| = |f ((ax+ c) + i(ax′ + c′))|

≦ Ae−α(ax+c)2+β(ax′+c′)2

≦ Ae−d1+d2e−α′x2+β′x′2

である．よって，g ∈ G(α′, β′)である． □

（定理 7.4の証明）f ∈ G(A,α, β)とする．補題 P.1の関数 δ により，

d1 = min
0≦θ≦2π

δ(α, α′, cos θ) = min
−1≦b≦1

δ(α, α′, b) =
αα′

α′ − α
,

d2 = max
0≦θ≦2π

δ(β, β′, cos θ) = max
−1≦b≦1

δ(β, β′, b) =
ββ′

β′ − β

とする．Cauchyの定理と補題 P.1により，

|f ′(ξ)| =

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫
|ζ−ξ|=1

f(ζ)

(ζ − ξ)
2 dζ

∣∣∣∣∣∣∣ ≦
1

2π

∫
|ζ−ξ|=1

|f(ζ)| |dζ| = max
|ζ−ξ|=1

|f(ζ)|

≦ max
0≦θ≦2π

Ae−α(x+cos θ)2+β(x′+sin θ)2

≦ Ae−α′x2−d1+β′x′2+d2 ≦ Ae−d1+d2e−α′x2+β′x′2

となる．よって，f ′ ∈ G(α′, β′)である． □

（定理 7.5の証明）不等式

|F1(ξ)| =
∣∣∣∣∫ x

−∞
f1(y + ix′)dy

∣∣∣∣ ≦ ∫ x

−∞
|f1(y + ix′)| dy

≦
∫ ∞

−∞
A1e

−α1y
2+β1x

′2
dy =

√
π

α1
A1e

β1x
′2

より，

|F1(x)f2(x)| ≦
√

π

α1
A1e

β1x
′2
A2e

−α2x
2+β2x

′2
=

√
π

α1
A1A2e

−α2x
2+(β1+β2)x

′2

である． □

（定理 7.6の証明）Cauthyの定理により，任意の y ∈ Rについて，

f̂(ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x+ iy)eiω(x+iy)dx

2



P.1関数族Gと sinc近似

であるから， ∣∣∣f̂(u+ iv)
∣∣∣ ≦ 1√

2π

∫ ∞

−∞
|f(x+ iy)|

∣∣∣ei(u+iv)(x+iy)
∣∣∣ dx

≦ 1√
2π

∫ ∞

−∞
Ae−αx2+βy2−vx−uydx

=
A√
2π
eβy

2−uy

∫ ∞

−∞
e−αx2−vxdx

=
A√
2π
eβy

2−uy

√
π

α
ev

2/(4α)

となる．ここで，
∫ ∞

−∞
e−αx2−vxdx =

√
π/α ev

2/(4α) を用いた．最右辺の βy2 − uy = β{y − (u/2β)}2 −

u2/(4β)を最小化するために y = u/(2β)と置くと，∣∣∣f̂(u+ iv)
∣∣∣ ≦ A√

2α
e−u2/(4β)+v2/(4α)

である．後半も同様に証明できる． □

（定理 7.7の証明）f ∈ G(α, β)，f ̸= 0であるから，

0 < A ≡ sup
x,y∈R

|f(x+ iy)|
e−αx2+βy2 <∞

である．この Aについて f ∈ G(A,α, β)であるから，定理 7.6第 1式より

f̂ ∈ G(A′, α′, β′), A′ =
A√
2α
, α′ =

1

4β
, β′ =

1

4α

である．さらに，定理 7.6第 2式を用いて，

f ∈ G(A′′, α′′, β′′), A′′ =
A′

√
2α′

, α′′ =
1

4β′ , β
′′ =

1

4α′

となる．ここで，

A′′ =
A′

√
2α′

=
A/

√
2α√

2(1/4β)
= A

√
β

α
, α′′ =

1

4(1/(4α))
= α, β′′ =

1

4(1/(4β))
= β

であるから，

f ∈ G

(
A

√
β

α
, α, β

)
を得る．ゆえに，全ての x, y ∈ Rについて，

|f(x+ iy)| ≦ A

√
β

α
e−αx2+βy2

.

よって，

A = sup
x,y∈R

|f(x+ iy)|
e−αx2+βy2 ≦ A

√
β

α

これと A > 0より，β ≧ αである． □

注 P.1 この定理によれば，α > β ならG(α, β) = {0}である．また，α = β なら，

G(α, α) =
{
aφ(
√

1/(2α), ·)
∣∣∣ a ∈ C

}
であることを，青山学院大学の杉原正顯教授からご指摘頂いた．
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P.1関数族Gと sinc近似

（定理 7.8の証明）定理 7.6第 1式より，̂f ∈ G(A/
√
2α, 1/(4β), 1/(4α))，̂g ∈ G(A′/

√
2α′, 1/(4β′), 1/(4α′))

ゆえ，

ĥ =
√
2πf̂ ĝ ∈ G

(√
2π

A√
2α

A′
√
2α′

,
1

4β
+

1

4β′ ,
1

4α
+

1

4α′

)
= G

(
AA′

√
π

2αα′ ,
β + β′

4ββ′ ,
α+ α′

4αα′

)
.

よって，定理 7.6第 2式より

h ∈ G

(
AA′

√
π

2αα′ /

√
β + β′

2ββ′ ,
αα′

α+ α′ ,
ββ′

β + β′

)
= G

(
AA′

√
πββ′

αα′(β + β′)
,

αα′

α+ α′ ,
ββ′

β + β′

)

である． □

（定理 7.9の証明）条件より，ξ = x+ ix′ ∈ Cについて，

|f ∗ g(ξ)| =
∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f(ξ − t)g(t)dt

∣∣∣∣
≦
∫ ∞

−∞
|f(ξ − t)g(t)| dt

≦
∫ ∞

−∞
Ae−α(x−t)2+βx′2

A′e−α′t2dt

≦ AA′ exp

(
α

α+ α′x
2βx′

2
)∫ ∞

−∞
exp

(
(α+ α′)

(
t− α

α+ α′

)2
)
dt

≦
√

π

α+ α′AA
′ exp

(
αα′

α+ α′x
2 + βx′

2
)

である．ここで，

α(x− t)2 + α′t2 = (α+ α′)

(
t− α

α+ α′x

)2

− α2

α+ α′x
2 + αx2

= (α+ α′)

(
t− α

α+ α′x

)2

+
αα′

α+ α′x
2

を用いた． □
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P.1関数族Gと sinc近似

多変数整関数の積分表現

密度関数，分布関数の解析接続を議論するため，多変数正則関数とその積分表現について考える．

n変数複素関数 f : Cn → Cが点 α ∈ Cn で正則 (解析的)であるとは，f が αを中心とした Taylor展開を

持つことである．Cn 全域で正則な関数を整関数と言う．次の命題は基本的である．

命題 P.1 n変数複素関数 f が点 αで各変数について正則なら，n変数複素関数として αで正則である．

系 P.1 n変数複素関数 f が各変数について整関数なら，f は n変数整関数である．

複素数 α, β ∈ Cを結ぶ線分を

C(α, β) : ξ = (1− y)α+ yβ (y : 0 → 1)

と書く．実数 aに対し，実軸上の半直線を

C(−∞, a) : ξ = y (y : −∞ → a),

C(a,∞) : ξ = y (y : a→ ∞)

と書く．

2点 α, β ∈ Cに対して，次の複素積分を定義する．∫ β

α

f(ξ)dξ ≡
∫
C(α,β)

f(ξ)dξ,∫ β

−∞
f(ξ)dξ ≡

∫
C(−∞,0)+C(0,β)

f(ξ)dξ=

∫ 0

−∞
f(x)dx+

∫ β

0

f(ξ)dξ, (P.1)∫ ∞

α

f(ξ)dξ ≡
∫
C(α,0)+C(0,∞)

f(ξ)dξ =

∫ 0

α

f(ξ)dξ +

∫ ∞

0

f(x)dx.

定義 P.1 関数族G3 を，3変数整関数 f(τ, ξ, η)
(
(τ, ξ, η) = (t+ it′, x+ ix′, y + iy′) ∈ C3

)
で，正数 A > 0

と y2 の係数が正の 2次形式 a(t, x, y)及び 2次形式 b(t′, x′, y′)が存在し，

|f(τ, ξ, η)| ≦ Ae−a(t,x,y)+b(t′,x′,y′)
(
(τ, ξ, η) ∈ C3

)
(P.2)

が成立するもの全体から成る族とする．

命題 P.2 関数 f ∈ G3 なら，

F (τ, ξ) =

∫ ∞

−∞
f(τ, ξ, y)dy

は (τ, ξ) ∈ C2 の整関数である．

（証明）f(τ, ξ, η)は不等式 (P.2)を満たすとする．p > 0について，有限積分で定義される関数

Fp(τ, ξ) =

∫ p

−p

f(τ, ξ, y)dy

は (τ, ξ) ∈ C2 の整関数である．Fp(τ, ξ) (p→ ∞)が (τ, ξ) ∈ C2 で広義一様収束することを示せばよい．

集合 D ⊂ C2 を任意の有界閉集合とする．2次形式 a(t, x, y)の y2 の係数を 1/(2σ2)とし，y に関する平方

完成を
a(t, x, y) = {y + c(t, x)}2/(2σ2) + d(t, x) (P.3)
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P.1関数族Gと sinc近似

とする．c(t, x)は t, xの 1次式，d(t, x)は t, xの 2次形式である．τ = t+ it′, ξ = x+ ix′ とし，

Amax = max
(τ,ξ)∈D

Aeb(t,x,0)−d(t,x),

cmin = min
(τ,ξ)∈D

c(t, x),

cmax = max
(τ,ξ)∈D

c(t, x)

とすると， ∣∣∣∣∫ ∞

p

f(τ, ξ, y)dy

∣∣∣∣ ≦ ∫ ∞

p

|f(τ, ξ, y)| dy

≦
∫ ∞

p

Ae−{y+c(t,x)}2/(2σ2)−d(t,x)+b(t′,x′,0)dy

= Aeb(t
′,x′,0)−d(t,x)

∫ ∞

p

e−{y+c(t,x)}2/(2σ2)dy

= Aeb(t
′,x′,0)−d(t,x)

√
2π σ

{
1− Φ

(
p+ c(t, x)

σ

)}
≦

√
2π σAmax

{
1− Φ

(
p+ cmin

σ

)}
→ 0 (p→ ∞)

同様に ∣∣∣∣∫ −p

−∞
f(τ, ξ, y)dy

∣∣∣∣ ≦ √
2π σAmaxΦ

(
−p+ cmax

σ

)
→ 0 (p→ ∞) (P.4)

ゆえに，(τ, ξ) ∈ Dで Fp(τ, ξ) (p→ ∞)は一様収束する．よって，Fp(τ, ξ) (p→ ∞)は (τ, ξ) ∈ C2 で広義一

様収束する． □

命題 P.3 関数 f ∈ G3 なら，任意の整関数 ω(τ, ξ) (τ, ξ ∈ C)について，

F−(τ, ξ) ≡
∫ ω(τ,ξ)

−∞
f (τ, ξ, η) dη, (P.5)

F+(τ, ξ) ≡
∫ ∞

ω(τ,ξ)

f (τ, ξ, η) dη

は (τ, ξ) ∈ C2 の整関数である．また，

F−(τ, ξ) =

∫ Reω(τ,ξ)

−∞
f (τ, ξ, y + i Imω(τ, ξ)) dy, (P.6)

F+(τ, ξ) =

∫ ∞

Reω(τ,ξ)

f (τ, ξ, y + i Imω(τ, ξ)) dy

である．

（証明）f(τ, ξ, η)は不等式 (P.2)を満たすとする．F−(τ, ξ)について (P.5), (P.6)を証明する．F+(τ, ξ)につ

いても同様である．

まず，(P.5)を示す．実数 p ∈ Rについて，

Fp(τ, ξ) ≡
∫ 0

−p

f (τ, ξ, y) dy +

∫ ω(τ,ξ)

0

f (τ, ξ, η) dη

は有限積分だから，(τ, ξ) ∈ C2 の整関数である．

集合 D ⊂ C2 を任意の有界閉集合とする．命題 P.2の式 (P.4)より，

|F−(τ, ξ)− Fp(τ, ξ)| =
∣∣∣∣∫ −p

−∞
f(τ, ξ, y)dy

∣∣∣∣
6



P.1関数族Gと sinc近似

は (τ, ξ) ∈ D で 0に一様収束する．ゆえに，Fp(τ, ξ) (p → ∞)は (τ, ξ) ∈ C2 で F−(τ, ξ)に広義一様収束す

る．よって，F−(τ, ξ)は (τ, ξ) ∈ C2 の整関数である．

次に，式 (P.6)を示す．固定された (τ, ξ) ∈ C2 に対し，ω(τ, ξ) = w + iw′ とする．実数 p ∈ Rに対し，積
分路

Γ = C(−∞,−p) + C(−p,−p+ iw′) + C(−p+ iw′, w + iw′)

を取ると，Cauchyの積分定理より，

F−(τ, ξ) =

∫
Γ

f(τ, ξ, η)dη

=

∫ −p

−∞
f(τ, ξ, y)dy + i

∫ w′

0

f(τ, ξ, p+ iy′)dy′ +

∫ w

p

f(τ, ξ, y + iw′)dy (P.7)

である．右辺第 1項は (P.4)より，p→ ∞で 0に収束する．第 2項については，

bmax = max
0≦y′≦w′

b(t′, x′, y′)

とすると， ∣∣∣∣∣i
∫ w′

0

f(τ, ξ,−p+ iy′)dy′

∣∣∣∣∣ ≦
∫ w′

0

|f(τ, ξ,−p+ iy′)| dy′

≦
∫ w′

0

Ae−a(t,x,−p)+b(t′,x′,y′)dy′

≦ Ae−a(t,x,−p)+bmax

∫ w′

0

dy′

= w′Ae−a(t,x,−p)+bmax

で押さえられる．条件より a(t, x, y)は y の 2次式で y2 の係数は正だから，a(t, x,−p) → ∞．ゆえに，第 2

項も p→ ∞で 0に収束する．ゆえに，式 (P.7)で p→ ∞とすると，

F−(τ, ξ) =

∫ w

−∞
f(τ, ξ, y + iw′)dy =

∫ Reω(τ,ξ)

−∞
f(τ, ξ, y + i Imω(τ, ξ))dy

である． □

系 P.2 標準正規関数の密度関数 φ(ξ)と分布関数 Φ(ξ)について，ξ = x+ ix′ ∈ Cについて，

|φ(ξ)| ≦ φ(x)ex
′2/2, (P.8)

|Φ(ξ)| ≦ Φ(x)ex
′2/2, (P.9)

|1− Φ(ξ)| ≦ (1− Φ(x))ex
′2/2 (ξ = x+ ix′) (P.10)

である．

（証明）まず，

|φ(ξ)| = 1√
2π
e−x2/2+x′2/2 = φ(x)ex

′2/2

である．これより，φ(η) (η ∈ C)は (τ, ξ, η) ∈ C3の関数として，G3に属する．また，ω(ξ) = ξは (τ, ξ) ∈ C2

7



P.1関数族Gと sinc近似

の整関数である．ゆえに，命題 P.3より，

|Φ(ξ)| =

∣∣∣∣∣
∫ ω(ξ)

−∞
φ(η)dη

∣∣∣∣∣ =

∫ x

−∞
|φ(y + ix′)| dy

=

∫ x

−∞

1√
2π
e−y2/2+x′2/2dy=ex

′2/2

∫ x

−∞
φ(y)dy

= Φ(x)ex
′2/2.

同様にして，

|1− Φ(ξ)| ≦
∫ ∞

x

|φ(y + ix′)| dy = ex
′2/2

∫ x

−∞
φ(y)dy = (1− Φ(x))ex

′2/2

である． □

注 P.2 不等式 (P.9)，(P.10)は簡潔であるが，あまり良い不等式でないことは承知している．

Φ(ξ) =

∫ x

−∞
φ(y)dy + i

∫ x′

0

φ(x+ iy′)dy′ = Φ(x) + i

∫ x′

0

φ(x+ iy′)dy′

において， ∣∣∣∣∣
∫ x′

0

φ(x+ iy′)dy′

∣∣∣∣∣ ≦
∫ x′

0

|φ(x+ iy′)| |dy′| ≦ φ(x)

∫ |x′|

0

ey
′2
dy

を真面目に押さえた方が良い不等式が得られるであろう．
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P.1関数族Gと sinc近似

P.1.4 有限 sinc近似の誤差理論

原著 p.212の有限 sinc近似と sinc近似の差 (打ち切り誤差)を，引用のためここに転載する．

Ěcnx[f ](x) ≡ cnx[f ](x)− cx[f ](x) = −
∑
|k|>n

f(kh)sh(xk, x), (P.11)

ĚCn
x [f ](x) ≡ Cn

x [f ](x)− Cx[f ](x) = −
∑
|k|>n

f(kh)Sh(xk, x), (P.12)

ĚTn
x [f ] ≡ Tn

x [f ]− Tx[f ] = −h
∑
|k|>n

f(kh) (P.13)

定理 7.10式 (7.18)を証明しよう．始めに，Stenger[5]の誤差理論を紹介する．複素平面 Cの帯領域 Dd を

Dd ≡ {x+ ix′ | x, x′ ∈ R, |x′| < d}

で定義する (図 P.1）．Dd で解析的な関数の族H1(Dd)を次のように定義する．

図 P.1 領域 Dd, Dd(ε)と境界 ∂Dd(ε) = C1 + C2 + C3 + C4

定義 P.2 H1(Dd)は Dd で解析的な関数 f(ξ)で

N1(f, Dd) ≡ lim
ε→+0

∫
∂Dd(ε)

|f(ξ)| |dξ| <∞ (P.14)

を満たすもの全体の族である．ここで，

Dd(ε) ≡
{
ξ = x+ ix′

∣∣ |x| < ε−1, |x′| < d(1− ε)
}

(0 < ε < 1)

であり，∂Dd(ε)はその境界である (図 P.1)．

命題 P.4 (Stenger[5]の (3.1.12), (3.6.27), (3.2.3)) f ∈ H1(Dd)なら，離散化誤差は，

∥Ecx[f ]∥∞ ≦ N1(f,Dd)

2πd sinh(πd/h)
= O

(
d−1e−πd/h

)
,

∥ECx[f ]∥∞ ≦ hN1(f,Dd)

4d sinh(πd/h)
= O

(
hd−1e−πd/h

)
, (P.15)

|ETx[f ]| ≦
e−πd/hN1(f,Dd)

2 sinh(πd/h)
= O

(
e−2πd/h

)
で評価される．

命題 P.4から次の補題が得られる．

9



P.1関数族Gと sinc近似

補題 P.2 f ∈ Gが不等式 (7.16)を満たすとき，任意の d > 0に対し，

N1(f, Dd) ≦ 2A

√
π

α
eβd

2

が成立する．

（証明） f ∈ Gゆえ，f(ξ)は C全域で解析的．ゆえに，任意の d > 0について，f(ξ)は領域 Dd で解析的で

ある．式 (P.14)の積分路を

∂Dd(ε) = C1 + C2 + C3 + C4,

C1 : ξ = s+ id′ (s : ε−1 → −ε−1),

C2 : ξ = −ε−1 + is (s : d′ → −d′),
C3 : ξ = s− id′ (s : −ε−1 → ε−1),

C2 : ξ = ε−1 + is (s : −d′ → d′)

と分割する (図 P.1)．ここで，d′ = d(1− ε)である．まず，∫
C1

|f(ξ)| |dξ| ≦
∫ ε−1

−ε−1

Ae−αs2+βd′2
ds ≦ A

∫ ∞

−∞
e−αs2+βd2

ds = A

√
π

α
eβd

2

,∫
C2

|f(ξ)| |dξ| ≦
∫ d′

−d′
Ae−αε−2+βs2ds ≦ Ae−αε−2

∫ d

−d

eβs
2

ds = o(ε) (ε→ 0)

である．同様に ∫
C3

|f(ξ)| |dξ| ≦ A

√
π

α
eβd

2

,∫
C4

|f(ξ)| |dξ| = o(ε) (ε→ 0)

が示せる．ゆえに，∫
∂Dd(ε)

|f(ξ)| |dξ| =
(∫

C1

+

∫
C2

+

∫
C3

+

∫
C4

)
|f(ξ)| |dξ| ≦ 2A

√
π

α
eβd

2

+ o(ε),

N1(f, Dd) = lim
ε→+0

∫
∂Dd(ε)

|f(ξ)| |dξ| ≦ 2A

√
π

α
eβd

2

である． □

以上の準備の元に，定理 7.10の式 (7.18)を示す．

（定理 7.10式 (7.18)の証明）定理 P.4と補題 P.2より，任意の d > 0で

∥Ecx[f ]∥∞ ≦ N1(f,Dd)

2πd sinh(πd/h)

≦ 2A
√
π/αeβd

2

πd(eπd/h − e−πd/h)

=
2A√

παd(1− e−2πd/h)
eβd

2−πd/h

となる．ここで，最右辺の eの指数 βd2 − πd/hを最小とする d = π/(2βh)を選ぶと，式 (7.18)の最初の不

等式を得る．∥ECx[f ]∥∞ に関する第 2の不等式についても同様である．また，|ETx[f ]|に関する第 3の不等

10



P.1関数族Gと sinc近似

式については，

|ETx| ≦
e−πd/hN1(f,Dd)

2 sinh(πd/h)

≦ 2A
√
π/α eβd

2−πd/h

eπd/h − e−πd/h

=
2
√
πA√

α(1− e−2πd/h)
eβd

2−2πd/h

に，d = π/(βh)を代入することにより得られる． □

最後に定理 7.10の式 (7.19)を示す．

（定理 7.10式 (7.19)の証明）打ち切られた標本値 f(kh)の絶対値和を

En
h [f ] =

∑
|k|>n

|f(kh)|

とすると，不等式 (7.16)より，

En
h [f ] =

∑
|k|>n

|f(kh)| ≦
∑
|k|>n

Ae−αk2h2

≦ 2A

∞∑
k=n+1

e−α(n+1)kh2

= 2A
e−α(n+1)2h2

1− e−α(n+1)h2 <
2A

1− e−αRh
e−αR2

(P.16)

である．

式 (P.11)と式 (7.4)より，∥∥Ěcnx[f ]∥∥∞ ≦
∑
|k|>n

|f(kh)| ∥sh(xk, ·)∥∞ =
∑
|k|>n

|f(kh)| = En
h [f ]. (P.17)

また，式 (P.12)と式 (7.10)より，

∥∥ĚCn
x [f ]

∥∥
∞ ≦

∑
|k|>n

|f(kh)| ∥Sh(xk, ·)∥∞ =
4h

π

∑
|k|>n

|f(kh)| = 4h

π
En

h [f ]. (P.18)

最後に，式 (P.13)より， ∣∣ĚTn
x [f ]

∣∣h ≦
∑
|k|>n

|f(kh)| = hEn
h [f ] (P.19)

である．

式 (P.17)，(P.18)，(P.19)に (P.16)を用いて (7.19)が示される． □
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P.1関数族Gと sinc近似

P.1.6 原始関数の有限 sinc補間

（定理 7.11の証明）g(x) (x ∈ R)の ξ = x+ ix ∈ Cへの解析接続

g(ξ) =

∫ ξ

−∞
g′(η)dη

を考える．A1 = max
{
A, F (∞)/(

√
2πσ)

}
と置くと，

|g′(η)| =
∣∣∣∣f(η)− F (∞)

1√
2πσ

e−η2/(2σ2)

∣∣∣∣
≦ Ae−αy2+βy′2

+
F (∞)√
2πσ

e(−y2+y′2)/(2σ2)

≦ A1e
−α′y2+β′y2

.

また，積分上限 ω(τ, ξ) = ξ は (τ, ξ) ∈ C2 の解析関数であるから，命題 P.3より，

g(ξ) =

∫ x

−∞
g′(y + ix)dy

は整関数．

さて，x ≦ 0のとき，

|g(ξ)| ≦
∫ x

−∞
|g′(y + ix′)| dy =

∫ ∞

−x

|g′(−y + ix′)| dy ≦
∫ ∞

|x|
A1e

−α′y2+β′x′2
dy.

x > 0のとき，g(∞) = F (∞)− F (∞)Φ(σ,∞) = 0より，

|g(z)| = |g(z)− g(∞)| =
∣∣∣∣∫ x

−∞
g′(y + ix′)dy −

∫ ∞

−∞
g′(y + ix′)dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ ∞

x

g′(y + ix′)dy

∣∣∣∣ ≦ ∫ ∞

x

|g′(y + ix′)| dy

≦
∫ ∞

|x|
A1e

−α′y2+β′x′2
dy.

よって，任意の x ∈ Rで

|g(z)| ≦
∫ ∞

|x|
A1e

−α′y2+β′x′2
dy = A1e

β′x′2
∫ ∞

|x|
e−α′y2

dy

= A1e
β′x′2 1√

α′

∫ ∞

√
α′|x|

e−y2

dy

≦ A1e
β′x′2

√
π

2
√
α′
e−α′x2

= A′e−α′x2+β′x′2

である．ここで，Abramowitz and Stegun[3]の不等式 7.1.13；∫ ∞

x

e−t2dt ≦ e−x2

x+
√
x2 + 4/π

≦
√
π

2
e−x2

(x ≧ 0)

を用いた． □
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P.2最大値統計量の分布関数の性質

P.2 最大値統計量の分布関数の性質

この節では，自由度mの χ2 分布に従う確率変数 UE ∼ χ2
m に対し，

√
UE/mの密度関数を

g(x|m) =
2(m/2)m/2

Γ(m/2)
xm−1e−mx2/2 (x ≧ 0) (P.20)

と書く．

P.2.1 ヘイター型統計量の分布関数とその性質

7.2.1節で定義した関数の解析接続を考える．複素数 τ, ξ ∈ Cに対し，Hr(τ, ξ) (r ≧ 1)を

H1(τ, ξ) = Φ(
√
2 τ + ξ), (P.21)

Hr(τ, ξ) =

∫ ξ

−∞
Hr−1(τ, η)φ(η)dη +Hr−1(τ, ξ)

{
Φ(

√
2 τ + ξ)− Φ(ξ)

}
(r ≧ 2) (P.22)

で定義する．また，D1(τ |k) (k ≧ 1)を

D1(τ |k) =
∫ ∞

−∞
Hk−1(τ , y)φ(y)dy (P.23)

で定義する．これらは τ, ξ ∈ Rのときは Hr(t, x), D1(t|k)と一致する．これらが (τ, ξ) ∈ C2 の整関数とな

ることを示し，定理 7.12, 7.13を証明する．

命題 P.5 命題 1 式 (P.21), (P.22)で定義されたHr(τ, ξ) (r ≧ 1)は (τ, ξ) ∈ C2 の整関数であり，ある正定数

A > 0に対し
|Hr(τ, ξ)| ≦ Aer(

√
2t′+x′)

2
/2+(r−1)x′2/2 (P.24)

を満たす．また，

Hr(τ, ξ) =

∫ x

−∞
Hr−1(τ, y + ix′)φ(y + ix′)dy +Hr−1(τ, ξ)

{
Φ(

√
2 τ + ξ)− Φ(ξ)

}
(P.25)

である．

（証明）r ≧ 1に関する帰納法による．r = 1のとき，系 P.2式 (P.9)より，

|H1(τ, ξ)| =
∣∣∣Φ(√2τ + ξ)

∣∣∣ ≦ Φ(
√
2t+ x)e(

√
2t′+x′)

2
/2 ≦ e(

√
2t′+x′)

2
/2

で，式 (P.24)は成立する．いま，ある r ≧ 2について，

|Hr−1(τ, ξ)| ≦ A′e(r−1)(
√
2t′+x′)

2
/2+(r−2)x′2/2

を仮定する．式 (P.22)の被積分関数を f(τ, ξ, η) = Hr−1(τ, η)φ(η)と置くと，

|f(τ, ξ, η)| = |Hr−1(τ, η)φ(η)|

≦ A′e(r−1)(
√
2t′+y′)

2
/2+(r−2)y′2/2 1√

2π
e−y2/2+y′2/2

≦ A′
√
2π
e(r−1)(

√
2t′+y′)

2
/2+(r−1)y′2/2e−y2/2

ゆえ f ∈ G3 である．また，ω(τ, ξ) = ξ は (τ, ξ) ∈ C の整関数であるから，命題 P.3 より，Hr(τ, ξ) は

(τ, ξ) ∈ Cの整関数であり，式 (P.25)が成り立つ．
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式 (P.25)と系 P.2(P.8)，(P.9)より，

|Hr(τ, ξ)| ≦
∫ x

−∞
|Hr−1(τ, y + ix′)φ(y + ix′)| dy + |Hr−1(τ, ξ)|

{∣∣∣Φ(√2 τ + ξ)
∣∣∣+ |Φ(ξ)|

}
≦
∫ x

−∞
A′e(r−1)(

√
2t′+x′)

2
/2+(r−2)x′2/2ex

′2/2φ(y)dy

+A′e(r−1)(
√
2t′+x′)

2
/2+(r−2)x′2/2

{
e(

√
2t′+x′)

2
/2 + ex

′2/2
}

≦ A′e(r−1)(
√
2t′+x′)

2
/2+(r−1)x′2/2

∫ x

−∞
φ(y)dy + 2A′er(

√
2t′+x′)

2
/2+(r−1)x′2/2

≦ 3A′er(
√
2t′+x′)

2
/2+(r−1)x′2/2

ここで，A = 3A′ とすると，不等式 (P.24)が成立する． □

（定理 7.12(7.38)の証明） r ≧ 1に関する数学的帰納法により，

|Hr(t, ξ)| ≦ erx
′2/2 (t ∈ R, ξ ∈ C) (P.26)

を示す．r = 1のとき，式 (P.21)と系 P.2式 (P.9)より，

|H1(t, ξ)| =
∣∣∣Φ(√2t+ ξ)

∣∣∣ ≦ Φ(
√
2t+ x)ex

′2/2 ≦ ex
′2/2

である．ある r ≧ 2で |Hr−1(t, ξ| ≦ e(r−1)x′2/2 を帰納法の仮定とする．式 (P.25)より，

|Hr(t, ξ)| ≦
∫ x

−∞
|Hr−1(t, y + ix′)| |φ(y + ix′)| dy + |Hr−1(t, ξ)|

∣∣∣Φ(√2 t+ ξ)− Φ(ξ)
∣∣∣

≦
∫ x

−∞
e(r−1)x′2/2 |φ(y + ix′)| dy + e(r−1)x′2/2

∣∣∣∣∣
∫ x+

√
2 t

x

φ(y + ix′)dy

∣∣∣∣∣
≦
∫ x

−∞
e(r−1)x′2/2 |φ(y + ix′)| dy + e(r−1)x′2/2

∫ x+
√
2 t

x

|φ(y + ix′)| dy

≦ e(r−1)x′2/2

∫ x+
√
2 t

−∞
|φ(y + ix′)| dy

≦ e(r−1)x′2
∫ ∞

−∞
φ(y)ex

′2/2dy

≦ erx
′2/2

∫ ∞

−∞
φ(y)dy = erx

′2/2

で不等式 (P.26)が成立する．不等式 (P.26)より，

|Hr(t, ξ)φ(ξ)| = |Hr(t, ξ)| |φ(ξ)| ≦ erx
′2/2 1√

2π
e−x2/2+x′2/2 ≦ 1√

2π
e−x2/2+(r+1)x′2/2

ゆえ，(7.38)が成立する． □

（定理 7.13(7.39)の証明） x ∈ Rを固定し，τ ∈ Cについて，

gr(τ, x) =
∂

∂τ
Hr(τ, x)

14
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とする．式 (P.21)と漸化式 (P.25)を形式的に微分して，gr(τ, x)に関する漸化式

g1(τ, x) =
√
2φ(

√
2 τ + x),

gr(τ, x) =

∫ x

−∞
gr−1(τ, y)φ(y)dy

+ gr−1(τ, x)
{
Φ(

√
2 τ + x)− Φ(x)

}
+

√
2Hr−1(τ, x)φ(

√
2 τ + x) (r ≧ 2)

を得る．これが，τ ∈ Cの整関数 gr(τ, x)を定義することと，

|gr(τ, x)| ≦
(
Are

−(
√
2t+x)

2
/2 +Bre

−t2/2
)
ert

′2
(P.27)

を r ≧ 1に関する数学的帰納法で示す．

r = 1のとき，

|g1(τ, x)| =
∣∣∣√2φ

(√
2(t+ it′) + x

)∣∣∣ = 1√
π
e−(

√
2t+x)

2
/2+t′2

ゆえ，A1 = 1/
√
π, B1 = 0で (P.27)が成立．

ある r ≥ 2で，

|gr−1(τ, x)| ≤
(
Ar−1e

−(
√
2t+x)

2
/2 +Br−1e

−t2/2
)
e(r−1)t′2

が成立することを帰納法の仮定する．このとき，∣∣∣∣∫ x

−∞
gr−1(τ, y)φ(y)dy

∣∣∣∣ ≦ ∫ ∞

−∞
(Ar−1e

−(
√
2t+y)

2
/2 +Br−1e

−t2/2)e(r−1)t′2 1√
2π
e−y2/2dy

=
Ar−1√
2π

e(r−1)t′2
∫ ∞

−∞
e−(

√
2t+y)

2
/2−y2/2dy

+
Br−1√
2π

e−t2/2+(r−1)t′2
∫ ∞

−∞
e−y2/2dy

=
Ar−1√
2π

e−t2/2+(r−1)t′2
∫ ∞

−∞
e−(y+t/

√
2)

2

dy

+
Br−1√
2π

e−t2/2+(r−1)t′2
∫ ∞

−∞
e−y2/2dy

=
Ar−1√

2
e−t2/2+(r−1)t′2 +Br−1e

−t2/2+(r−1)t′2

=

(
Ar−1√

2
+Br−1

)
e−t2/2+t′2 .

第 2の等号で，(
√
2t+ y)2/2 + y2/2 = (y + t/

√
2)2 + t2/2を用いた．また，∣∣∣gr(τ, x)(Φ(√2τ + x)− Φ(x)

)∣∣∣ ≦ (Ar−1e
−(

√
2t+x)

2
/2+(r−1)t′2 +Br−1e

−t2/2+(r−1)t′2
)(

et
′2
+ 1
)

= 2
(
Ar−1e

−(
√
2t+x)

2
/2 +Br−1e

−t2/2
)
ert

′2

であり，命題 P.5より，
Hr(τ, x) ≤ Cre

rt′2

と置くと， ∣∣∣√2Hr−1(τ, x)φ(
√
2τ + x)

∣∣∣ ≦ √
2Cr−1e

(r−1)t′2 1√
2π
e−(

√
2t+x)

2
/2+rt′2

≦ Cr−1√
π
e−(

√
2t+x)

2
/2ert

′2
.
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ゆえに，

|gr(τ, x)| ≤
{(

Ar−1√
2

+Br−1

)
e−t2/2 + 2

(
Ar−1e

−(
√
2t+x)

2
/2 +Br−1e

−t2/2
)
+
Cr−1√
π
e−(

√
2t+x)

2
/2

}
ert

′2

=

{(
2Ar−1 +

Cr−1√
π

)
e−(

√
2t+x)

2
/2 +

(
Ar−1√

2
+ 3Br−1

)
e−t2/2

}
ert

′2
.

よって，Ar = 2Ar−1 + Cr−1/
√
π, Br = Ar−1/

√
2 + 3Br−1 で (12)が成立する．

最後に，不等式 (P.27)により，

|d1(τ |k)| =
∫ ∞

−∞
|gk−1(τ, x)|φ(x)dx

≦
∫ ∞

−∞

(
Ak−1e

−(
√
2t+x)

2
/2 +Bk−1e

−t2/2
)
e(k−1)t′2φ(x)dx

= Ak−1e
(k−1)t′2

∫ ∞

−∞
e−(

√
2t+x)

2
/2 1√

2π
e−x2/2dx+Bk−1e

−t2/2+(k−1)t′2
∫ ∞

−∞
φ(x)dx.

=
1√
2π
Ak−1e

(k−1)t′2
∫ ∞

−∞
e−(

√
2t+x)

2
/2−x2/2dx+Bk−1e

−t2/2+(k−1)t′2

=
1√
2π
Ak−1e

−t2/2+(k−1)t′2
∫ ∞

−∞
e−(x+t/

√
2)

2

dx+Bk−1e
−t2/2+(k−1)t′2

=
1√
2
Ak−1e

−t2/2+(k−1)t′2 +Bk−1e
−t2/2+(k−1)t′2

=

(
1√
2
Ak−1 +Bk−1

)
e−t2/2+(k−1)t′2 .

ゆえに，d1( · |k) ∈ G(1/2, k − 1)である． □
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P.2.2 リー・スプーリエル型統計量の分布関数とその性質

＜定理の誤りについて＞

定理 7.14と定理 7.15の式 (7.47)，式 (7.48)に誤りがあった．不注意の段お詫びの上訂正する．

Hr(t, ·)φ( · ) ∈ G

(
1√
2π
,
1

2
,
r

2

)
(7.47)

D′
2(·|k) ∈ G

(
k − 1√

2π
,
1

2
,
k(k − 1)(2k − 1)

6

)
(7.48)

以下，訂正された定理を証明をする．

7.2.2節で定義した関数の解析接続を考える．複素数 τ, ξ ∈ Cに対し，Hr(τ, ξ) (r ≧ 2)を

H2(τ, ξ) = 1− Φ(ξ −
√
2 τ), (P.28)

Hr(τ, ξ) =

∫ ∞

ξ−
√
2τ

Hr−1(τ, η)φ(η)dη(r ≧ 3) (P.29)

で定義する．また，D2(τ |k)を

D∗
2(τ |k) =

∫ ∞

−∞
Hk(τ , y)φ(y)dy (P.30)

で定義する．これらが，式 (7.41), (7.42)で定義したHr(t, x), D
∗
2(t|k)の複素正則関数への拡張になることを

示す．そして，定理 7.14, 7.15を証明する．

命題 P.6 式 (P.28), (P.29)で定義された Hr(τ, ξ) (r ≧ 2)は (τ, ξ) ∈ C2 の整関数であり，

|Hr(τ, ξ)| ≦ eXr(t
′,x′), (P.31)

Xr(t
′, x′) =

1

2

r−1∑
j=1

(x′ − j
√
2t′)

2

を満たす．また，r ≧ 3で

Hr(τ, ξ) =

∫ ∞

x−
√
2t

Hr−1(τ, y + i(x′ −
√
2t′))φ(y + i(x′ −

√
2t′))dy (P.32)

である．

（証明）r ≧ 2に関する帰納法による．r = 2のとき，系 P.2の式 (P.9)より，

|H2(τ, ξ)| =
∣∣∣1− Φ(ξ −

√
2τ)
∣∣∣ ≦ {1− Φ(x−

√
2t)
}
e(x

′−
√
2t′)

2
/2 ≦ e(x

′−
√
2t′)

2
/2

であるから，不等式 (P.31)は成立する．いま，ある r ≧ 3について，

|Hr−1(τ, ξ)| ≦ eXr−1(t
′,x′)

を帰納法の仮定とする．式 (P.29)の被積分関数を f(τ, ξ, η) = Hr−1(τ, η)φ(η)と置くと，

|f(τ, ξ, η)| = |Hr−1(τ, η)φ(η)|

≦ eXr−1(t
′,y′) 1√

2π
e−y2/2+y′2/2

≦ 1√
2π
eXr−1(t

′,y′)+y′2/2e−y2/2

17
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であるから f ∈ G3．また，ω(τ, ξ) = ξ −
√
2τ は (τ, ξ) ∈ C2 の整関数であるから，命題 P.3より Hr(τ, ξ)は

(τ, ξ) ∈ C2 の整関数である．また，式 (P.32)が成立する．

次に，不等式 (P.31)と

Xr(x
′, t′) =

1

2

r−1∑
j=1

(x′ − j
√
2t′)

2

=
1

2
(x′ −

√
2t′)2 +

1

2

r−2∑
j=1

(x′ − (j + 1)
√
2t′)

2

=
1

2
(x′ −

√
2t′)2 +Xr−1(t

′, x′ −
√
2t′) (P.33)

より

|Hr(τ, ξ)| ≦
∫ ∞

x−
√
2t

∣∣∣Hr−1(τ, y + i(x′ −
√
2t′))

∣∣∣ ∣∣∣φ(y + i(x′ −
√
2t′))

∣∣∣ dy
≦
∫ ∞

−∞
eXr−1(t

′,x′−
√
2t′) 1√

2π
e−y2/2+(x′−

√
2t′)

2
/2dy

≦ eXr−1(t
′,x′−

√
2t′)+(x′−

√
2t′)

2
/2

∫ ∞

−∞
φ(y)dy

= eXr(t
′,x′)

であり，不等式 (P.31)が成立する． □

命題 P.7
Hr(τ, ξ) (r ≧ 2)

について，

gr(τ, ξ) =
∂

∂τ
Hr(τ, ξ)

と置くと，

|gr(τ, ξ)| ≦
1√
2π

{
(r − 2)e−t2/2 +

√
2e−(x−

√
2t)

2
/2
}
eXr(t

′,x′) (P.34)

が成立する．ここで，Xr(t
′, x′)は式 (P.31)で定義した多項式である．

（証明）式 (P.28), (P.29)より，

g2(τ, ξ) =
√
2φ(ξ −

√
2 τ), (P.35)

gr(τ, ξ) =
√
2Hr−1(τ, ξ −

√
2τ)φ(ξ −

√
2τ) +

∫ ∞

ξ−
√
2τ

gr−1(τ, η)φ(η)dη (r ≧ 3) (P.36)

である．

r = 2のとき，

|g2(τ, ξ)| =
∣∣∣√2φ(ξ −

√
2 τ)

∣∣∣
=

√
2

1√
2π
e−(x−

√
2t)

2
/2e(x

′−
√
2t′)

2
/2

=
1√
2π

{
0 · e−t2/2

√
2e−(x−

√
2t)

2
/2
}
e(x

′−
√
2t′)

2
/2

となり，不等式 (P.34)が成立する．
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ある r ≧ 3において，不等式 (P.34)の r を r − 1で置き換えた

|gr−1(τ, ξ)| ≦
1√
2π

{
(r − 3)e−t2/2 +

√
2e−(x−

√
2t)

2
/2
}
eXr−1(t

′,x′)

が成立したと仮定する．漸化式 (P.36)の右辺第 1項は，式 (P.31)より，∣∣∣√2Hr−1(τ, ξ −
√
2τ)φ(ξ −

√
2τ)
∣∣∣ ≦ √

2eXr−1(t
′,x′−

√
2t′) 1√

2π
e−(x−

√
2t)

2
/2+(x′−

√
2t′)

2
/2

≦ 1√
π
eXr(t

′,x′)e−(x−
√
2t)

2
/2.

ここで，式 (P.33) を用いた．漸化式 (P.36) の右辺第 2 項の被積分関数を f(τ, ξ, η) = gr−1(τ, η)φ(η) と置

くと，

|f(τ, ξ, η)| = |gr−1(τ, η)φ(η)|

≦ 1√
2π

{
(r − 3)e−t2/2 +

√
2e−(y−

√
2t)

2
/2
}
eXr−1(t

′,y′) 1√
2π
e−y2/2+y′2/y

≦ (r − 3) +
√
2

2π
eXr−1(t

′,y′)+y′2/2e−y2/2.

ゆえに，f ∈ G3．また，ω(τ, ξ) = ξ −
√
2τ は (τ, ξ) ∈ C2 の整関数であるから，命題 P.3より漸化式 (P.36)

の右辺第 2項は (τ, ξ) ∈ C2 の整関数であり，∫ ∞

ξ−
√
2τ

gr−1(τ, η)φ(η)dη =

∫ ∞

x−
√
2t

gr−1

(
τ, y + i(x′ −

√
2t)
)
φ(y + i(x′ −

√
2t′))dy

である．よって，∣∣∣∣∫ ∞

ξ−
√
2τ

gr−1(τ, η)φ(η)dη

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ ∞

x−
√
2t

gr−1

(
τ, y + i(x′ −

√
2t)
)
φ(y + i(x′ −

√
2t′))dy

∣∣∣∣
≦
∫ ∞

−∞

1√
2π

{
(r − 3)e−t2/2 +

√
2e−(y−

√
2t)

2
/2
}

× eXr−1(t
′,x′−

√
2t′) 1√

2π
e−y2/2+(x′−

√
2t′)

2
/2dy

≦
∫ ∞

−∞

{
(r − 3)φ(t) +

√
2φ
(
y −

√
2t
)}

eXr−1(t
′,x′−

√
2t′)+(x′−

√
2t′)

2
/2φ(y)dy

≦ 1√
2π

(r − 2)e−t2/2eXr(t
′,x′).

ここで，式 (P.33)と ∫ ∞

−∞
φ(y)dy = 1,∫ ∞

−∞
φ
(
y −

√
2t
)
φ(y)dy =

1

2π

∫ ∞

−∞
e−(y−

√
2t)

2
/2−y2/2dy (P.37)

=
1

2π
e−t2/2

∫ ∞

−∞
e−(y−t/

√
2)

2

dy =
1√
2
φ(t)

を用いた．以上より，

|gr(τ, ξ)| =
∣∣∣√2Hr−1(τ, ξ −

√
2τ)φ(ξ −

√
2τ)
∣∣∣+ ∣∣∣∣∣

∫
Γ(ξ−

√
2τ)

gr−1(τ, η)φ(η)dη

∣∣∣∣∣
≦ 1√

π
e−(x+

√
2t)

2
/2eXr(t

′,x′) +
1√
2π
e−t2/2(r − 2)φ(t)eXr(t

′,x′)

≦ 1√
2π

{
(r − 2)e−t2/2 +

√
2e−(x+

√
2t)

2
/2
}
eXr(t

′,x′)
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を得る． □

（定理 7.14(7.47)(訂正後)の証明） 式 (P.31)で τ = t, t′ = 0として，

Xr(0, x
′) =

1

2

r−1∑
j=1

x′
2
=
r − 1

2
x′2

ゆえ，[image.pdf]を用いて，

|Hr(t, ξ)| ≦
{
1− Φ(x−

√
2t)
}
eXr(0,x

′) ≦ eXr(0,x
′) ≦ e(r−1)x′2/2.

よって，

|Hr(t, ξ)φ(ξ)| ≦ e(r−1)x′2/2 1√
2π
e−x2/2+x′2/2 =

1√
2π
e−x2/2+rx′2/2

ゆえに，

Hr(t, ·)φ( ·) ∈ G

(
1√
2π
,
1

2
,
r

2

)
である． □

（定理 7.15(7.48)(訂正後) の証明） まず，D∗
2(τ |k) が整関数であることを示す．式 (P.30) の被積分関数を

f(τ, ξ, y) = Hi(τ, y)φ(y)と置く．式 (P.31)により，

|Hk(τ, y)| ≦ eXk(t
′,0)

であるから，

|f(τ, ξ, y)| ≦ |Hk(τ, y)φ(y)|

≦ eXk(t
′,0) 1√

2π
e−y2/2

≦ 1√
2π
eXk(t

′,0)e−y2/2.

ゆえに f ∈ G3．よって命題 P.2より，D∗
2(τ |k)は整関数である．

式 (P.30)を微分して，

d

dτ
D∗

2(τ |k) =
∫ ∞

−∞

∂

∂τ
Hk(τ , y)φ(y)dx =

∫ ∞

−∞
gk(τ, y)φ(y)dx.

不等式 (P.34)と式 (P.37)を用いて，∣∣∣∣ ddτ D∗
2(τ |k)

∣∣∣∣ ≦ ∫ ∞

−∞
|gk(τ, x)|φ(x)dx

≦
∫ ∞

−∞

{
(k − 2)φ(t) +

√
2φ
(
x−

√
2t
)}

eXk(0,t
′)φ(x)dx

≦ {(k − 2)φ(t) + φ(t)} eXr(0,t
′) = (k − 1)φ(t)eXk(0,t

′)

=
k − 1√

2π
e−t2/2+Xk(0,t

′).

ここで，

Xk(0, t
′) =

1

2

k−1∑
j=1

(−j
√
2t′)

2
= t′2

k−1∑
j=1

j2 =
k(k − 1)(2k − 1)

6
t′2
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であるから，
∂

∂τ
D∗

2(τ |k) ∈ G

(
k − 1√

2π
,
1

2
,
k(k − 1)(2k − 1)

6

)
である． □
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P.2.3 ウィリアムズ型統計量の分布関数とその性質

＜定理の誤りについて＞

定理 7.16の 3番目の式に誤りがあった．不注意の段お詫びの上訂正する．

Hk−1( · +
√
2t, · +

√
2t)φ( · ) ∈ G

(
1√
2π
,
1

2
,
k

2

)
以下，訂正された定理を証明をする．

7.2.3節で定義した関数が整関数に解析接続可能であることを示し，その性質を調べる．複素数 τ, ξ ∈ Cに
対し，hr(τ, ξ) (r ≧ 1)を

h1(τ, ξ) = φ(ξ), (P.38)

hr(τ, ξ) = r

∫ τ

−∞
hr−1(τ, η)φ(rξ − (r − 1)η)dη (r ≧ 2) (P.39)

で定義する．また，D2(τ |k, 1)を

D3(τ |k, 1) =
∫ ∞

−∞
Hk−1(y +

√
2τ , y +

√
2τ)φ(y)dy (P.40)

で定義する．ここで，

Hr(τ, ξ) =

∫ ξ

−∞
hr(τ, η)dη. (P.41)

これらは，式 (7.50), (7.51), (7.52)で定義した hr(t, x), Hr(t, x), D3(t|k, 1)の複素関数への拡張になること
は明らかである．これらの正則性について調べる．

命題 P.8 式 (P.38), (P.39)で定義された hr(τ, ξ) (r ≧ 1)は (τ, ξ) ∈ C2 の整関数であり，

|hr(τ, ξ)| ≦
√

r

2π
e−rx2/2+Yr(t

′,x′), (P.42)

Yr(t
′, x′) =

r − 1

2
t′
2
+

1

2
(rx′ − (r − 1)t′)

2
(P.43)

を満たす．また，r ≧ 2で

hr(τ, ξ) = r

∫ t

−∞
hr−1(τ, y + it′)φ (rξ − (r − 1)(y + it′)) dy (P.44)

である．

（証明）r ≧ 1に関する帰納法による．r = 1のとき，式 (P.38)より

|h1(τ, ξ)| = |φ(ξ)| = 1√
2π
e−rx2/2+x′2/2

であるから，不等式 (P.42)は成立する．いま，ある r ≧ 2について

|hr−1(τ, ξ)| ≦
√
r − 1

2π
e−(r−1)x2/2+Yr−1(t

′,x′) (P.45)
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を仮定し，不等式 (P.42)を示す．式 (P.39)の被積分関数 f(τ, ξ, η) = hr−1(τ, η)φ(rξ − (r − 1)η)について，

|f(τ, ξ, η)| = |hr−1(τ, η)φ(rξ − (r − 1)η)|

≦
√
r − 1

2π
e−(r−1)y2/2+Yr−1(t

′,y′) 1√
2π
e−(rx−(r−1)y)2/2+(rx′−(r−1)y′)2/2

=

√
r − 1

2π
eYr−1(t

′,y′)+(rx′−(r−1)y′)2/2e−(rx−(r−1)y)2/2−(r−1)y2/2

である．ゆえに，f ∈ G3 である．また定積分の上限 ω(τ, ξ) = τ は整関数ゆえ，命題 P.3 より h(τ, ξ) は

[image.pdf]の整関数であり，式 (P.44)が成立する．また，不等式 (P.45)より，

|hr−1(τ, y + it′)φ (rξ − (r − 1)(y + it′))| ≦
√
r − 1

2π
e−(r−1)y2/2+Yr−1(t

′,t′)

× 1√
2π
e−(rx−(r−1)y)2/2+(rx′−(r−1)t′)2/2

≦
√
r − 1

2π
e−(rx−(r−1)y)2/2−(r−1)y2/2eYr−1(t

′,t′)+(rx′−(r−1)t′)2/2

=

√
r − 1

2π
e−r(r−1)(y−x)2/2−rx2/2eYr(t

′,x′)

である．ここで，

(rx− (r − 1)y)2 + (r − 1)y2 = r(r − 1)(y − x)2 + rx2,

Yr−1(t
′, t′) + (rx′ − (r − 1)t′)2/2 =

r − 1

2
t′
2
+

1

2
(rx′ − (r − 1)t′)2 = Yr(t

′, x′)

を用いた．ゆえに，

|hr(τ, ξ)| =
∣∣∣∣r ∫ t

−∞
hr−1(τ, y + it′)φ (rξ − (r − 1)(y + it′)) dy

∣∣∣∣
≦ r

∫ ∞

−∞
|hr−1(τ, y + it′)φ (rξ − (r − 1)(y + it′))| dy

≦
√
r2(r − 1)

2π
e−rx2/2+Yr(t

′,x′)

∫ ∞

−∞
e−r(r−1)(y−x)2/2dyl

=

√
r2(r − 1)

2π
e−rx2/2+Yr(t

′,x′)

√
2π

r(r − 1)
=

√
r

2π
e−rx2/2+Yr(t

′,x′)

であり，不等式 (P.42)が成立する． □

（定理 7.16(訂正後)の証明） 不等式 (P.42)で τ = t ∈ R, t′ = 0とすると，Yr(0, x
′) = r2x′2/2ゆえ

|hr(t, ξ)| ≦
√

r

2π
e−rx2/2+Yr(0,x

′) =

√
r

2π
e−rx2/2+r2x′2/2 (P.46)

ゆえに，

hr(t, ·) ∈ G

(√
r

2π
,
r

2
,
r2

2

)
である．また，式 (P.46)より

|hr−1(t, η)φ(rx− (r − 1)η)| ≦
√
r − 1

2π
e−(r−1)y2/2+(r−1)2y′2/2 1√

2π
e−(rx−(r−1)y)2/2+(r−1)2y′2/2

≦
√
r − 1

2π
e−(r−1)y2/2+(r−1)2y′2

.
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最後の不等式で，e−(rx−(r−1)y)2/2 ≦ 1を用いた．ゆえに，

hr−1(t, ·)φ(rx− (r − 1) ·) ∈ G

(√
r − 1

2π
,
r − 1

2
, (r − 1)

2

)
.

最後に，式 (P.42)より，

|Hk−1(τ, ξ)| =

∣∣∣∣∣
∫ ξ

−∞
hk−1(τ, η)dη

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ x

−∞
hk−1(τ, y + ix′)dy

∣∣∣∣
≦
∫ x

−∞
|hk−1(τ, y + ix′)| dy

≦
∫ ∞

−∞
φ((k − 1)y)eYk−1(t

′,x′)dy ≦ eYk−1(t
′,x′).

また，

Yk−1(y
′, y′) =

k − 2

2
y′2 +

1

2
y′2 =

k − 1

2
y′2

ゆえ ∣∣∣Hk−1(η +
√
2t, η +

√
2t)φ(η)

∣∣∣ ≦ eYk−1(y
′,y′)φ(y)ey

′2/2 =
1√
2π
e−y2/2+ky′2/2.

ゆえに，

Hk−1( ·+
√
2t, ·+

√
2t)φ( ·) ∈ G

(
1√
2π
,
1

2
,
k

2

)
である． □

以下では，D′
3(τ |k, 1) = dD′

3(τ |k, 1)/dτ (k ≧ 2)について考察する．

命題 P.9 k = 2のとき，
D′

3(τ |2, 1) = φ(τ) (P.47)

であり，

D′
3( ·|2, 1) ∈ G

(
1√
2π
,
1

2
,
1

2

)
(P.48)

である．また，

h1(τ, ξ) = φ(ξ),

H1(τ, ξ) = Φ(ξ), (P.49)

D3(τ |2, 1) = Φ(τ)

である．

（証明）定義より，h1(t, x) = φ(x)．ゆえに，

H1(t, x) =

∫ x

0

φ(y)dy = Φ(x).

よって，

D3(t|2, 1) =
∫ ∞

−∞
H1(x, x)φ(

√
2t− x)dx =

∫ ∞

−∞
Φ(x)φ(

√
2t− x)dx.

これを tで微分して，

d

dt
D3(t|2, 1) =

∫ ∞

−∞

√
2φ(x)φ(

√
2t− x)dx =

e−t2/2

√
2π

= φ(t)
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h1(τ, ξ), H1(τ, ξ), D3(τ |2, 1)はこれらの解析接続であるから，(P.49)を満たす．ゆえに, (P.47)である． □
まず，定義式 (42)を形式的に τ で微分して，

d

dτ
D3(τ |k, 1) =

d

dτ

∫ ∞

−∞
Hk−1(

√
2τ + y,

√
2τ + y)φ(y)dy

=
√
2

∫ ∞

−∞

(
∂

∂τ
Hk−1(

√
2τ + y,

√
2τ + y) +

∂

∂ξ
Hk−1(

√
2τ + y,

√
2τ + y)

)
φ(y)dy

=
√
2

∫ ∞

−∞

(
∂

∂τ
Hk−1(

√
2τ + y,

√
2τ + y) + hk−1(

√
2τ + y,

√
2τ + y)

)
φ(y)dy.

右辺で，
∂

∂τ
Hk−1(τ, ξ) =

∂

∂τ

∫ ξ

−∞
hk−1(τ, η)dη =

∫ ξ

−∞

∂

∂τ
hk−1(τ, η)dη.

ゆえに，

d

dτ
D3(τ |k, 1) =

√
2

∫ ∞

−∞

(
hk−1(

√
2τ + y,

√
2τ + y) +

∫ √
2τ+y

−∞

∂

∂τ
hk−1(

√
2τ + y, ζ)dζ

)
φ(y)dy.

ここで，

gr(τ) =

∫ τ

−∞

∂

∂t
hr(τ, η)dη (P.50)

と置く φ(x)は偶関数であるから，

d

dτ
D3(τ/

√
2|r + 1, 1) =

√
2

∫ ∞

−∞
(hr(τ + y, τ + y) + gr(τ + y))φ(y)dx

=
√
2

∫ ∞

−∞
(hr(τ − y, τ − y) + gr(τ − y))φ(y)dx

=
√
2 {(hr( · , · ) ∗ φ) (τ) + gr ∗ φ(τ)} .

ゆえに，
d

dτ
D3(τ/

√
2|k, 1) =

√
2 {(hk−1( · , · ) ∗ φ) (τ) + gk−1 ∗ φ(τ)}

である．

以下，

ḣk(τ, ξ) ≡
∂

∂τ
hk(τ, ξ) (k ≧ 1) (P.51)

について調べる．式 (P.38)より，

ḣ1(τ, ξ) =
∂

∂τ
φ(ξ) = 0 (P.52)

である．
h̄r(τ) ≡ hr(τ, τ), φr(τ, ξ) ≡ rφ(rξ − (r − 1)τ) (P.53)

とする．関数 f(τ, ξ)
(
(τ, ξ) ∈ C2

)
の積分変換 Qr (r ≧ 2)を

Qrf(τ, ξ) ≡ r

∫ τ

−∞
f(τ, η)φr(ξ, η)dη (P.54)

で定義する．
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漸化式 (P.39)を形式的に微分して，

ḣr(τ, ξ) = rhr−1(τ, τ)φ(rξ − (r − 1)τ) + r

∫ τ

−∞
ḣr−1(τ, η)φ(rξ − (r − 1)η)dη

= rh̄r−1(τ)φr(τ, ξ) +Qrḣ(τ, ξ) (r ≧ 2) (P.55)

である．この漸化式と (P.53)より，

ḣr = h̄r−1φr +Qrḣr−1 = h̄r−1
⌢
φr +Qr

(
h̄r−2φr−1 +Qr−1ḣr−2

)
= h̄r−1

⌢
φr + h̄r−2Qrφr−1 +QrQr−1ḣr−2

=

r∑
j=2

h̄j−1QrQr−1 · · ·Qj+1φj +QrQr−1 · · ·Q2ḣ1 (P.56)

=

r∑
j=2

h̄j−1QrQr−1 · · ·Qj+1φj

となる．ただし，j = rのときQrQr−2 · · ·Qr+1 は恒等作用素とする．すなわち最終項QrQr−2 · · ·Qr+1φr =

φr である．

命題 P.10 2変数整関数 f(τ, ξ) (τ = t+ it′, ξ = x+ ix′ ∈ C)が，非負定値 2次形式 α(t, x), β(t′, x′)と正

数 A > 0に対し，
|f(τ, ξ)| ≦ Ae−α(t,x)+β(t′,x′)

を満たすなら，自然数 r ≧ 2に対し，

|Qrf(τ, ξ)| ≦
rA√
2a
e−α′(t,x)+β′(t′,x′),

A′ =
rA√
2a
, β′(t′, x′) = β(t′, t′) + ((r − 1)t′ − rx′)2/2

である．ここで，a, α′(t, x)は 2次形式 σ(t, x, y) = α(t, y) + ((r − 1)y − rx)2/2 (t, x, y ∈ R)の変数 y に関

する平方完成
σ(t, x, y) = a(y − b(t, x))

2
+ α′(t, x)

の 2次係数と剰余である．

A′ > 0であり，α′(t, x), β′(t′, x′)は非負定値．また，α(x, t)が正定値なら，α′(x, t)も正定値となる．

（証明）Qr の定義式 (P.54)の被積分関数は

|f(τ, η)φr(ξ, η)| ≦ Ae−α(t,y)+β(t′,y′) 1√
2π
e−(rx−(r−1)y)2/2+(rx′−(r−1)y′)2/2

≦ rA√
2π
e−a(t,x,y)+b(t′,x′),

a(t, x, y) = α(t, y) + (rx− (r − 1)y)2/2,

b(t′, x′, y′) = β(t′, y′) + (rx′ − (r − 1)y′)2/2

である．α(t, y) は非負 2 次形式だから，y2 の係数は非負．ゆえに a(t, x, y) の y2 の係数は正である．また，

積分上限 ω(τ, ξ) = τ は (τ, ξ) ∈ Cの正則関数．ゆえに，命題 P.3より，

Qrf(τ, ξ) = r

∫ t

−∞
f(τ, y + it′)φr(ξ, y + it′)dy

26



P.2最大値統計量の分布関数の性質

は整関数である．これより，

|Qrf(τ, ξ)| ≦ r

∫ t

−∞
|f(τ, y + it′)φr(x+ ix′, y + it′)| dy

≦ r

∫ ∞

−∞
Ae−α(t,y)+β(t′,t′) 1√

2π
e−(rx−(r−1)y)2/2+(rx′−(r−1)t′)2/2dy

=
rA√
2π
eβ

′(t′,x′)

∫ ∞

−∞
e−σ(t,x,y)dy

=
rA√
2π
eβ

′(t′,x′)

∫ ∞

−∞
e−a(y−b(t,x))2−α′(t,x)dy

=
rA√
2π
e−α′(t,x)+β′(t′,x′)

∫ ∞

−∞
e−a(y−b(t,x))2dy

=
rA√
2π
e−α′(t,x)+β′(t′,x′)

√
π

a

= A′e−α′(t,x)+β′(t′,x′)

である．

明らかに A′ > 0であり，α′(t, x), β′(t′, x′)は非負定値である．α(t, x)が正定値のときは，

σ(t, x, y) = α(t, y) + ((r − 1)y − rx)2/2 = 0

なら，t = y = 0, x = (r − 1)y/r = 0 ゆえ，σ(t, x, y) は正定値．その平方完成の剰余 α′(t, x) も正定値で

ある． □

命題 P.11 2 ≦ j ≦ r について，

|QrQr−1 · · ·Qj+1φj(τ, ξ)| ≦ Arje
−αrj(t,x)+βrj(t

′,x′),

Arj =
r√

2π(r − j + 1)
,

αrj(t, x) =
((j − 1)t− rx)

2

2(r − j + 1)
,

βrj(t
′, x′) =

(r − j)t′
2
+ ((r − 1)t′ − rx′)

2

2

である．

（証明）j ≧ 1を固定して，r ≧ j に関する帰納法による．

r = j のとき，左辺は，

|φj | = |jφ((j − 1)τ − jξ)| ≦ j√
2π
e−((j−1)t−jx)2/2+((j−1)t′−jx′)2/2

であり，

Ajj =
j√
2π
, αjj(t, x) =

((j − 1)t− jx)
2

2
, βjj(t

′, x′) =
((j − 1)t′ − jx′)

2

2

が成立している．

ある r > j で，

Ar−1,j =
r − 1√
2π(r − j)

,

αr−1,j(t, x) =
((j − 1)t− (r − 1)x)

2

2(r − j)
,

βr−1,j(t
′, x′) =

(r − j − 1)t′
2
+ ((r − 2)t′ − (r − 1)x′)

2

2
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が成り立つことを帰納法の仮定とする．次に作用するのは Qr だから，命題 P.10より，

βr,j(t
′, x′) = βr−1,j(t

′, t′) +
((r − 1)t′ − rx′)

2

2
=

(r − j)t′
2
+ ((r − 1)t′ − rx′)

2

2

次に，2次形式

σ(t, x, y) = αr−1,j(t, y) +
((r − 1)y − rx)

2

2

を平方完成して

σ(t, x, y) =
(r − 1)

2
(r − j + 1)

2(r − j)

(
y − (j − 1)t+ r(r − j)x

(r − 1)(r − j + 1)

)2

+
((j − 1)t− rx)

2

2(r − j + 1)

これより，

αr,j(t, x) =
((j − 1)t− rx)

2

2(r − j + 1)
,

Ar,j = rAr−1,j

√
r − j

(r − 1)
2
(r − j + 1)

=
r√

2π(r − j + 1)

である． □
ここで，

ψj ≡ h̄j−1QrQr−1 · · ·Qj+1φj (2 ≦ j ≦ r)

とする．

ḣr(τ, ξ) =

r∑
j=2

ψj(τ, ξ)

である．

命題 P.12 2 ≦ j ≦ r について，

|ψj | ≦ A′
rje

−α′
r,j(t,x)+β′

r,j(t
′,x′),

A′
r,j =

r

2π

√
j − 1

r − j + 1
,

α′
r,j(t, x) =

(j − 1)(r − j + 1)t2 + ((j − 1)t− rx)
2

2(r − j + 1)
,

β′
r,j(t

′, x′) =
(r + j2 − 3j + 1)t′

2
+ ((r − 1)t′ − rx′)

2

2
.

また，α′
r,j(t, x), β

′
r,j(t

′, x′)は正定値である．

（証明）(P.42)より，

|hj−1| = |hj−1(τ, τ)| ≦
√
j − 1

2π
e−(j−1)t2/2+(j−1)t′2/2

であるから，命題 P.11より，

A′
r,j =

√
j − 1

2π

r√
2π(r − j + 1)

=
r

2π

√
j − 1

r − j + 1
,

α′
r,j(t, x) =

(j − 1)t2

2
+

((j − 1)t− rx)
2

2(r − j + 1)
=

(j − 1)(r − j + 1)t2 + ((j − 1)t− rx)
2

2(r − j + 1)
,

β′
r,j(t

′, x′) =
(j − 1)t′

2

2
+

(r − j)t′
2
+ ((r − 1)t′ − rx′)

2

2
=

(r − 1)t′
2
+ ((r − 1)t′ − rx′)

2

2
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である．r ≧ 2であるから，第 1式，第 2式の中辺より，

α′
r,j(t, x) = 0 ⇒ t = 0 ⇒ x = 0,

β′
r,j(t

′, x′) = 0 ⇒ t = 0 ⇒ x = 0

が分かる．ゆえに，α′
r,j(t, x), β

′
r,j(t, x)は正定値である． □

ここで，

Ψj(τ) ≡
∫ τ

−∞
ψj(τ, η)dη (P.57)

とする．命題 P.12より被積分関数 ψj(τ, η)はG3 に属し，積分上限は ω(τ, ξ) = τ は (τ, ξ) ∈ C2 の整関数だ

から，命題 P.3より Ψj(τ) (τ ∈ C)は整関数であり，

Ψj(τ) =

∫ t

−∞
ψj(τ, y + it′)dy (P.58)

と書ける．

命題 P.13 2 ≦ j ≦ r について，

|Ψj(τ)| ≦
√
j − 1

2π
exp

(
−j − 1

2
t2 +

r

2
t′
2
)

である．

（証明）命題 P.12の A′
r,j , α′

r,j(t, x), β′
r,j(t

′, x′)と式 (P.58)により，

|Ψj(τ)| ≦
∣∣∣∣∫ t

−∞
ψj(τ, s+ it′)ds

∣∣∣∣
≦
∫ ∞

−∞
|ψj (t+ it′, s+ it′)| ds

≦ A′
rje

β′
rj(t

′,t′)

∫ ∞

−∞
e−α′

rj(t,s)ds.

ここで，

α′
rj(t, s) =

(j − 1)(r − j + 1)t2 + ((j − 1)t− rs)
2

2(r − j + 1)
=

(j − 1)t2

2
+

r2

2(r − j + 1)

(
s− (j − 1)t

r

)2

,

β′(t′, t′) =
(r − 1)t′

2
+ t′

2

2
=
rt′

2

2

であるから，

|Ψj(τ)| ≦
√

2π(r − j + 1)

r2
r

2π

√
j − 1

r − j + 1
exp

(
−j − 1

2
t2 +

r

2
t′
2
)

=

√
j − 1

2π
exp

(
−j − 1

2
t2 +

r

2
t′
2
)

である． □

命題 P.14 r ≧ 2について，

|gr(τ)| ≦
2(r3/2 − 1)

3
√
2π

exp

(
−1

2
t2 +

r

2
t′
2
)

である．
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（証明）式 (P.50), (P.57)より，

gr(τ) =

∫ t

−∞

∂

∂t
hl−1(τ, y + t′)dy =

∫ t

−∞

 r∑
j=2

ψj(τ, y + t′)

 dy =

r∑
j=2

Ψj(τ).

ゆえに，命題 P.13より，

|gr(τ)| ≦
r∑

j=2

|Ψj(τ)|

≦
r∑

j=2

√
j − 1

2π
exp

(
−j − 1

2
t2 +

r

2
t′
2
)

≦
{

max
2≦j≦r

exp

(
−j − 1

2
t2 +

r

2
t′
2
)} r∑

j=2

√
j − 1

2π

≦ exp

(
−1

2
t2 +

r

2
t′
2
)

1√
2π

∫ r

1

√
s ds

≦ 2(r3/2 − 1)

3
√
2π

exp

(
−1

2
t2 +

r

2
t′
2
)

となる． □

（定理 7.17の証明） k = 2のとき，命題 P.9式 (P.47)より

D′
3( · |2, 1) = φ ∈ G

(
1√
2
,
1

2
,
1

2

)
.

一方，r = k − 1 = 1より

r√
π(1 + r2)

+
2(r3/2 − 1)

3
√
π

√
r

r + 1
=

1√
2π
,

r2

r2 + 1
=

1

2

よって式 (7.56)は成立．

k ≧ 3のとき，r = k − 1 ≧ 2である．ここで h̄r(t) = hr(t, t) (r ≧ 1)に注意して，

d

dt
D3(t/

√
2|r, 1) =

√
2

∫ ∞

−∞

(
hr(t+ x, t+ x) +

∫ t+x

−∞

∂

∂t
hr(t+ x, s)ds

)
φ(x)dx

=
√
2

∫ ∞

−∞

(
h̄r(t+ x) + gr(t+ x)

)
φ(x)dx

=
√
2

∫ ∞

−∞

(
h̄r(t− x) + gr(t− x)

)
φ(x)dx

=
√
2
{
h̄r ∗ φ(t) + gr ∗ φ(t)

}
.

そして，

|φ(τ)| = 1√
2π

exp

(
−1

2
t2 +

1

2
t′
2
)

(P.59)

と命題 P.13式 (P.42)より， ∣∣h̄r(τ)∣∣ ≦√ r

2π
exp

(
−r
2
t2 +

r2

2
t′
2
)

ゆえ，定理 7.8より，

∣∣h̄r ∗ φ(τ)∣∣ ≦ r√
2π(1 + r2)

exp

(
− r

2(r + 1)
t2 +

r2

2(r2 + 1)
t′
2
)
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同じく，(P.59)と命題 P.14より

|gr ∗ φ(τ)| ≦
(r3/2 − 1)

3
√
π

√
2r

r + 1
exp

(
−1

4
t2 +

r

2(r + 1)
t′
2
)

である．また，r ≧ 1で
1

4
≦ r

2(r + 1)
≦ r2

2(r2 + 1)

であるから，

Ar =
√
2

(
r√

2π(1 + r2)
+
r3/2 − 1

3
√
π

√
2r

r + 1

)
=

r√
π(1 + r2)

+
2(r3/2 − 1)

3
√
π

√
r

r + 1

と置くと， ∣∣∣∣ ddτ D3(τ/
√
2|r, 1)

∣∣∣∣ ≦ Ar exp

(
−1

4
t2 +

r2

2(r2 + 1)
t′
2
)

よって， ∣∣∣∣ ddτ D3(τ |r, 1)
∣∣∣∣ ≦ Ar exp

(
−1

2
t2 +

r2

r2 + 1
t′
2
)

である． □
次の命題で，Hr(t, t)も定理 7.11の条件を満たすことを示す．F (t) = Hr(t, t)もまた，近似式 (7.27)で近

似できる．

命題 P.15 r ≧ 1で， ∣∣∣∣ ddτ Hr(τ, τ)

∣∣∣∣ ≦ (√ r

2π
+

2(r3/2 − 1)

3
√
π

)
exp

(
−1

2
t2 +

r

2
t′
2
)

が成立する．

（証明）
d

dt
Hr(t, t) =

d

dt

∫ t

−∞
hr(t, s)ds = hr(t, t) +

∫ t

−∞

∂

∂t
hr(t, s)ds = hr(t, t) + gr(t)

より，
d

dτ
Hr(τ, τ) = hr(τ, τ) + gr(τ).

ゆえに，(P.44)と命題 P.14より，∣∣∣∣ ddτ Hr(τ, τ)

∣∣∣∣ = |hr(τ, τ)|+ |gr(τ)|

≦
√

r

2π
exp

(
−rt

2

2
+
rt′

2

2

)
+

2(r3/2 − 1)

3
√
π

exp

(
− t

2

2
+
rt′

2

2

)

≦
(√

r

2π
+

2(r3/2 − 1)

3
√
π

)
exp

(
−1

2
t2 +

r

2
t′
2
)

である． □
単調性について述べる．

命題 P.16 hr(t, x), r ≧ 2は tについて単調増加．
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（証明）r に関する帰納法による．r = 2のとき，

h2(t, x) = 2

∫ t

−∞
h1(t, y)φ(2x− y)dy

の右辺の被積分関数は正だから，成立．ある r ≧ 3について，hr−1(t, x)が tについて単調増加であることを

仮定する．このとき任意の t1 < t2 について，hr−1(t1, x) < hr−1(t2, x)と被積分関数の正値性より，

hr(t1, x) = r

∫ t1

−∞
hr−1(t1, y)φ(rx− (r − 1)y)dy < r

∫ t1

−∞
hr−1(t2, y)φ(rx− (r − 1)y)dy

< r

∫ t2

−∞
hr−1(t2, y)φ(rx− (r − 1)y)dy = hr(t2, x)

ゆえ，hr(t, x)も単調増加である． □
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P.2最大値統計量の分布関数の性質

P.4.4 積分計算

（定理 7.18の証明）mに関する帰納法による．m = 1のとき，

f(s1,s2)(x) = φ(u
−1/2
1 , x) =

√
u1
2π

exp
(
−u1x2/2

)
, u1 = u =

s2−1∑
j=s1

wj

である．ゆえに，

f(s1,s2) ∈ G

(√
u1
2π
,
u1
2
,
u

2

)
が成立している．　ある m ≧ 1 で，整数列 1 ≦ s1 < s2 < · · · < sm+1 ≦ k + 1 について，部分列

s1 < s2 < · · · < sm が

f(s1,s2,··· ,sm) ∈ G

(√
um−1

2π
,
um−1

2
,
u′

2

)
, um−1 =

sm−1∑
i=sm−1

wi, u′ =

sm−1∑
j=s1

wi

満たしていると仮定する．このとき，

F(s1,s2,··· ,sm)(x) =

∫ x

−∞
f(s1,s2,··· ,sm)(t)dt

とおくと，

φ(u−1/2
m , · ) ∈ G

(√
um
2π

,
um
2

um
2

)
ゆえ，原著の漸化式 (7.84)に定理 7.5を用いて，

f(s1,s2,··· ,sm+1) = F(s1,s2,··· ,sm)φ(u
−1/2
m , · ) ∈ G

(√
2π

um−1

√
um−1

2π

√
um
2π

,
um
2
,
u′

2
+
um
2

)

= G

(√
um
2π

,
um
2
,
u

2

)
で，(7.57)が示された．

帰納法により，F(s1,s2,··· ,sm+1) > 0は明らかである．また，(7.57)より，

F(s1,s2,··· ,sm+1)(x) =

∫ x

−∞
f(s1,s2,··· ,sm+1)(t)dt

≦
∫ x

−∞

√
um
2π

e−umt2/2dt = Φ
(
u−1/2
m , x

)
で，(7.58)が示された． □
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