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第３章　Goodのアルゴリズム
３．１　不定方程式
　整数 a,b,n ∈Z, n > 0として，
△   Zn = {0,1,,n −1} .

△  n a  ⇔  nはaを割り切る．

△  a ≡ b (mod n)   ⇔   n (a − b)   ⇔   a,bをnで割った余りは等しい．

△  a = mod(b,n) ⇔ aはbをnで割った余り (a ≡ b(modn), a ∈Zn ) .
3.1.0 基本的性質
☆ a ≡ ′a (mod n), b ≡ ′b (mod n)なら，a + b ≡ ′a + ′b (mod n), ab ≡ ′a ′b (mod n) .
（証明）条件より，a − ′a , b − ′b はnで割り切れる．ゆえに， (a + b) − ( ′a + ′b ) = (a − ′a ) + (b − ′b )は
nで割り切れるのでa + b ≡ ′a + ′b (mod n)．また，ab − ′a ′b = (a − ′a )b − ′a (b − ′b )もnで割り切れる
のでab ≡ ′a ′b (mod n)．//
3.1.1 最大公約数
　整数a,bの最大公約数GCD(a,b)を求める．
＜ユークリッドの互除法＞

a0 = a, a1 = b, k = 0

While ak+1 ≠ 0
k = k +1
ak−1 = qkak + ak+1 ；ak−1をakで割った商qk，余りak+1．

end while
☆上のアルゴリズムで，GCD(a,b) = ak．
（証明）アルゴリズム実行後，次の式が成立している．

ai−1 = qiai + ai+1 (1≤ i ≤ k)
ak+1 = 0

(3.1)

特に，ak−1 = qkakよりGCD(ak−1,ak ) = ak． k ≥ 2なら，ak = ak−2 − qk−1ak−1から，

GCD(ak−1,ak ) = GCD(ak−1,ak−2 − qk−1ak−1) = GCD(ak−1,ak−2 ) = GCD(ak−2 ,ak−1)．
同様にして，

 ak =GCD(ak−1,ak ) = GCD(ak−2 ,ak−1) == GCD(a0 ,a1)．//

3.1.2 不定方程式  ax ≡ 1 (modn), x ∈Zn．ただし，GCD(a,n) = 1を仮定．
＜拡張ユークリッド互除法＞
　(1) a0 = n,a1 = aとし，ユークリッド互除法でai (0 ≤ i ≤ k), qi (1≤ i ≤ k)を求める．

ak = GCD(a,n) = 1となる．
　(2) xk−1 = 1, xk−2 = −qk−1として，

 xl−1 = −xlql + xl+1 (l = k − 2,k − 3,,1) (3.2)
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　(3) x = mod(x0 ,n)

☆上のアルゴリズムで，ax0 ≡ 1 (mod n)．
（証明）ax0 + nx1 = a1x0 + a0x1 = 1を示す．これと x ≡ x0 (mod n)より，ax ≡ ax0 ≡ 1 (mod n)であ
る．
　帰納法によりal+1xl + al xl+1 = 1 (0 ≤ l ≤ k −1)を示す． l = k −1のとき，式(3.1), (3.2)より，

xk−1ak−2 + xk−2ak−1 = ak−2 − qk−1ak−1 = ak = 1．
また，ある l = i ≤ k −1でai+1xi + aixi+1 = 1を仮定すると，式(3.1), (3.2)を用いて，

aixi−1 + ai−1xi = ai (−xiqi + xi+1) + ai−1xi = (ai−1 − aiqi )xi + aixi+1 = ai+1xi + aixi+1 = 1．
ゆえに， l = i −1でも成立する．ゆえに，al+1xl + al xl+1 = 1 (0 ≤ l ≤ k −1)．//
☆解の一意性：ax ≡ 1 (modn), ay ≡ 1 (modn)かつ x, y ∈Znなら， x = y．
（証明） x − y ≡ ax(x − y) ≡ x(ax − ay) ≡ 0 (modn)．また， x, y ∈Znより，−n < x − y < n．よって，
x = y．//

3.1.3 不定方程式 ax ≡ b (modn)の解 x ∈Znを求める．ただし，GCD(a,n) = 1．
＜アルゴリズム１＞

(1) aa ≡ 1 (mod n)を満たす a ∈Znを計算（拡張ユークリッドの互除法）．
(2) x = mod(ab,n).

　　　　（ ax ≡ a(ab) ≡ 1 ⋅b = b (modn)）
［命題3.1］（解の一意性）ax ≡ b (mod n), ay ≡ b (mod n)かつ x, y ∈Znなら， x = y．
（証明） x − y ≡ au(x − y) ≡ u(ax − ay) ≡ 0 (mod n)．これと−n < x − y < nより， x = y．//

3.1.4 連立不定方程式，多変数不定方程式
　 p1,, pmは互いに素， n = p1p2 pmとする．ni = n / pi (1≤ i ≤ m)とする．
◎連立不定方程式： x ≡ bi (mod pi ) (1 ≤ i ≤ m)の解 x ∈Znを求める．
＜アルゴリズム2＞

(1) ni xi ≡ bi (mod pi ) (1≤ i ≤ m)を解く．（アルゴリズム1より， xi = nibi）

(2) x = mod nixi
i=1

m

∑ ,n
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= mod ninibi

i=1

m

∑ ,n
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
.

　　　　（nj ≡ 0 (mod pj ) ( j ≠ i)ゆえ， x ≡ njx j
j=1

m

∑ ≡ nixi ≡ bi (mod pi )）

［命題3.2］（中国剰余定理：解の存在と一意性）
　　　アルゴリズム2の xは解である．また， x, y ∈Znが2つの解なら， x = y．//
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（証明）nj ≡ 0 (mod pj ) ( j ≠ i)ゆえ， x ≡ njx j
j=1

m

∑ ≡ nixi ≡ bi (mod pi ) (1 ≤ i ≤ m)．ゆえに， xは解で

ある．

　命題3.1より， x − y ≡ 0 (mod pi )．すなわち， pi (x − y) (1≤ i ≤ m)．ゆえに，n (x − y)．これと

−n < x − y < nより， x = y．//

［例］（105算）3で割って余り1，5で割って余り2，7で割って余り3となる最小の非負整数は？
　 p1 = 3, p2 = 5, p3 = 7は互いに素で，n = p1p2 p3 = 3 ⋅5 ⋅ 7 = 105．したがって，問題は連立不定方
程式 x ≡ b1 = 1 (mod p1), x ≡ b2 = 2 (mod p2 ), x ≡ b3 = 3 (mod p3)の最小非負整数解 xを求めることに
ある．
　命題3.2より，0 ≤ x < nを満たす解が唯一つある．それがこの方程式を満たす最小の非負整数
解であることは明らか．
　さて，n1 = n / p1 = 35, n2 = n / p2 = 21, n3 = n / p3 = 15と置くと，

n12 ≡ 1 (mod p1), n21 ≡ 1 (mod p2 ), n31 ≡ 1 (mod p3)

より，n1 = 2, n2 = n3 = 1．ゆえに，アルゴリズム2より，

x = mod(n1n1b1 + n2n2b2 + n3n3b3,n)
= mod(70b1 + 21b2 +15b3,n).

元の問題では，
x = mod(70 + 42 + 45,105) = 52

が解となる．//

◎ m変数不定方程式
 

nixi
i=1

m

∑ ≡ b (modn), xi ∈Zpi (1 ≤ i ≤ m)

＜アルゴリズム3＞
(1) ni xi ≡ b (mod pi ) (1≤ i ≤ m)を解く．（アルゴリズム1より， xi = mod(nib, pi )）

　　（ pi n j ( j ≠ i)ゆえ， s = njx j
j=1

m

∑ ≡ nixi ≡ b (mod pi )．ゆえに， pi (s − b) (1 ≤ i ≤ m)．すなわ

ち，n (s − b)）

［命題3.3］（解の一意性）

　　
 

nixi
i=1

m

∑ ≡ niyi
i=1

m

∑ ≡ b (modn), xi , yi ∈Zpi (1 ≤ i ≤ m)なら， xi = yi (1≤ i ≤ m)．

（証明） pi n j ( j ≠ i), pi nゆえ，ni xi ≡ ni xi
i=1

m

∑ ≡ b (mod pi )．同じくni yi ≡ b (mod pi )．ゆえに，命

題3.1より xi = yi．//
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３．２　Goodのアルゴリズムと計算量
　 p1, p2は互いに素，n = p1p2とする．n1 = n / p1 = p2, n2 = n / p2 = p1とする．さらに，
n1n1 ≡ 1 (mod p1), n2n2 ≡ 1 (mod p2 )でn1, n2を定める． p1, p2が互いに素でなければならないこと
は，Goodのアルゴリズムの，Cooley-Tukeyのアルゴリズムにはない，制約である．

3.2.1 データの順序づけ
△ 出力写像： ϕ :Zp1 × Zp2 → Zn

　 k = (k1,k2 )∈Zp1 × Zp2に対し，ϕ(k) = mod n1k1 + n2k2 ,n( )．
［命題3.4］ϕは全単射．

（証明）
 
Zp1 × Zp2 = p1p2 = n = Zn ．また，命題3.3より任意の k ∈Znに対し，

 
niki

i=1

2

∑ ≡ k (modn), ki ∈Zpi (i = 1,2)

を満たす k1,k2の組が唯一つ存在する．//

△ 入力写像： ψ :Zp1 × Zp2 → Zn

　 l = (l1, l2 )∈Zp1 × Zp2に対し，ψ (l) = mod n1n1l1 + n2n2l2,n( )．
［命題3.5］ψ は全単射．

（証明）
 
Zp1 × Zp2 = p1p2 = n = Zn ．また，任意の l ∈Znに対し，

 n1l1 + n2l2 ≡ l (modn), li ∈Zpi (i = 1,2)

が解ける．さらに， li = mod(ni li , pi )∈Z piとすれば，

ψ (l1, l2 ) ≡ n1n1l1 + n2n2l2 = n1n1(n1l1) + n2n2(n2l2 ) (mod n),
l ≡ n1l1 + n2l2 (mod n)

ゆえ，
ψ (l1, l2 ) ≡ n1n1n1l1 + n2n2n2l2 ≡ 1n1l1 + 0 ≡ n1l1 + n2l2 ≡ l (mod p1)．

同じく，ψ (l1, l2 ) ≡ l (mod p2 )．ゆえに，ψ (l1, l2 ) ≡ l (mod n)．これと， ψ (l1, l2 ), l ∈Znより，
ψ (l1, l2 ) = l．//
［命題3.6］任意の k = (k1, k2 ), l = (l1, l2 )∈Zp1 × Zp2について，

ϕ(k)ψ (l) ≡ k1l1n1 + k2l2n2 (modn)．

（証明）n1p1 = n．また，n1n1 ≡ 1 (mod p1)より p1 (n1n1 −1)．ゆえに，n n1(n1n1 −1) = n1
2n1 − n1．し

たがって，n1
2n1 ≡ n1 (modn)  ．同じく，n2

2n2 ≡ n2 (modn)．また，n1n2 = p2 p1 = n．よって，
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ϕ(k)ψ (l) ≡ n1k1 + n2k2( ) n1n1l1 + n2n2l1( ) ≡ n12n1k1l1 + n1n2n2k1l2 + n1n2n1k2l1 + n22n2k2l2
≡ k1l1n1 + k2l2n2 (modn)

(3.2)

である．//

３．３ アルゴリズム
　命題3.5より， l = (l1, l2 )が Zp1 × Zp2内をくまなく動くと， l =ψ (l)は Zn内をくまなく動く．ゆ

えに，n項DFT
c =Wn f ,

ck = ωn
kl fl

l=0

n−1

∑ (0 ≤ k < n)

で， k = ϕ(k)として，

cϕ (k ) = ωn
ϕ (k )ψ (l) fψ (l)

l2 =0

p2 −1

∑
l1=0

p1−1

∑ . (3.3)

さて，一般に i ≡ j (modn)ならωn
i =ωn

jだから，命題3.6より，

ωn
ϕ (k )ψ (l) =ωn

k1l1n1+ k2l2n2 =ω p1
k1l1ω p2

k2l2．

したがって，

 
cϕ (k ) = ω p1

k1l1 ω p2
k2l2 fψ (l)

l2 =0

p2 −1

∑
l1=0

p1−1

∑ k = (k1, k2 )∈Zp1 × Zp2( ) . (3.4)

係数 cϕ (k1,k2 ) (0 ≤ k1 < p1, 0 ≤ k2 < p2 )は，以下のようにして計算できる．

◎基本アルゴリズム
(1) 内DFT（ p1 ×DFTp2）：0 ≤ l1 < p1について

f̂l1,k2 = ω p2
k2l2 fψ (l1,l2 )

l2 =0

p2 −1

∑ 0 ≤ k2 < p2( )． (3.5)

(2) 外DFT（ p2 ×DFTp1）：0 ≤ k2 < p2について

cϕ (k ) = ω p1
k1l1 f̂l1,k2

l1=0

p1−1

∑ 0 ≤ k1 < p1( )． (3.6)

◎計算量
　計算量は内DFTと外DFTの計算量の和となる．Cooley-Tukeyのアルゴリズムと比較して，
「回転」が不要であることが特徴である．
　 p1あるいは p2が互いに素な因子に分解できるときは，式(3.6), (3.5)に基本アルゴリズムを再
帰的に用いることができる．これが，Goodのアルゴリズムである．計算量は次の定理．
［定理3.7］項数 n = p1p2 pmの因子 p1,, pmは互いに素とする．DFTpの乗算数をµ(p)，加算

数をα(p)とすると，DFTnに対するGoodのアルゴリズムの乗算数は
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µ(n) = n µ(pi )
pii=1

m

∑ ， (3.8)

加算数は

α(n) = n α(pi )
pii=1

m

∑ (3.9)

である．
（証明）乗算数(3.8)をmに関する帰納法で証明する．m = 1, n = p1のときは自明である．ある
m ≥ 1で成立したとすると， n = p1p2 pm pm+1 = ′n pm+1について，帰納法の仮定

µ( ′n ) = ′n
µ(pi )
pii=1

m

∑

と基本アルゴリズムより，

µ(n) = pm+1µ( ′n ) + ′n µ(pm+1) = pm+1 ′n
µ(pi )
pii=1

m

∑ + n µ(pm+1)
pm+1

= n µ(pi )
pii=1

m+1

∑

となる．ゆえに，任意のm ≥ 2で(3.8)が成立する．
　加算数も同様である．//


