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数値解析第７回 線形変換の誤差解析1

1．ベクトルのノルム　ベクトルの大きさ(長さ)の指標
　ベクトル x = (x1, x2,!, xn )

T ∈!nについて，

　1) 1-ノルム： x 1 = xi
i=1

n

∑ 　

　2) 2-ノルム： x 2 = xi
2

i=1

n

∑   

　3) ∞-ノルム： x ∞ = max
1≤i≤n

xi

○ ベクトルノルムの公理(ノルムの性質)
　任意のベクトル x, y∈!nとスカラーα ∈!について，

　(1) x ≥ 0 ．かつ x = 0⇔ x = 0，

　(2) αx = α ⋅ x ，

　(3) x + y ≤ x + y  (三角不等式)．

［例1］ x1,!,xk ∈!
n , α1,!,α k ∈!, y = α ixi

i=1

k

∑ について， y ≤ α i ⋅ xi
i=1

k

∑ ．

∵ y = α ixi
i=1

k

∑ ≤
(2)

α ixi
i=1

k

∑ ≤
(1)

α i ⋅ xi
i=1

k

∑ ．//

△ 近似ベクトルと誤差
　ベクトル x，近似ベクトル ′x ≅ x に対し，

　　誤差： Δx = ′x − x，　　絶対誤差： Δx ，　　相対誤差： Δx
x
．

２．行列のノルム　行列の大きさ(強さ)の指標

　行列 A = (aij ) =
a11 ! a1n
" # "
am1 ! amn

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟
∈$m×nの大きさについて考える．

△ による x ∈!n − {0}の拡大率： µ(x) = Ax
x
．

△ 従属ノルム： A = max
x∈!n−{0}

Ax
x

= max
x∈!n−{0}

µ(x)．//　最大拡大率！

○ 行列ノルムの公理
　該当する演算に整合する任意の行列 A, Bと，スカラーα ∈!について，

　(1) A ≥ 0．かつ A = 0⇔ A =O，

　(2) αA = α ⋅ A ，

　(3) A + B ≤ A + B  (三角不等式)．

　(4) AB ≤ A ⋅ B

［例2］ A(αB +C) ≤
(4)

A ⋅ αB +C ≤
(3)

A αB + C( ) =
(2)

A α ⋅ B + C( )．//



☆1 従属ノルムは行列ノルムである．//

［定理1］ A∈!m×n , x ∈!n のとき Ax ≤ A ⋅ x ．//

（証明） xを n ×1行列と見なし，行列ノルムの公理の(4)を用いる．//

○ 具体的な従属ノルムの計算法

　1) 1-ノルム： A 1 = max1≤ j≤n
aij

i=1

m

∑ ．

　2) 2-ノルム： A 2 = σ AT A( ) = σ AAT( ) ．ここで，σ はスペクトル半径(定義はすぐ下)．

　3) ∞-ノルム： A ∞ = max
1≤i≤m

aij
j=1

n

∑ ．

△ 正方行列 B∈!n×nのスペクトル半径：σ (B) = max
1≤i≤n

λi ． λi (1≤ i ≤ n)は Bの固有値．//

３．線形変換による絶対誤差の伝播
　行列 A∈!m×nが定義する線形変換 y = Ax ∈!m (x ∈!n )を考える．入力 x ∈!nの近似を ′x = x + Δxとす

ると，出力 y = Ax，近似出力 ′y = A ′x = A(x + Δx) = Ax + AΔx = y + AΔx，

☆2 出力誤差： Δy = ′y − y = AΔx ．//

☆3 出力絶対誤差評価： Δy ≤ A ⋅ Δx ．最悪の場合，等号が成立．//

　　　　　　　　　＜ は絶対誤差の拡大率＞

［例3］ A = −1 0 2
−2 1 −1( )について， Δx 1 ≤10

−3のとき， Δy = AΔxのノルム Δy 1を評価する．

A 1 = max
1
+
2
,
0
+
1
,
2
+
1

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
= 3より， Δy 1 = AΔx 1 ≤ A 1 Δx 1 ≤ 3×10

−3．//

練習問題
(1) x = (1,2,−3)T について， x 1 , x 2 , x ∞を求めよ．

(2) A = 1 −2 3
1 −1 −1( )について， A 1 , A 2 , A ∞を求めよ．

(3) (2)の Aについて， Δx ∞ ≤10−3のとき， Δy = AΔxのノルム Δy ∞を評価せよ．
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