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応用解析定期試験’16.01.26

１．次の複素積分を求めよ．（各10点）

(1) I1 = Im z dz
C1∫ , C1 : z = t + i (t :0→1)は2点 i, 1+ iを結ぶ線分．

(2) I2 = ez dz
C2∫ , C2 : z = 1+ it (t :0→ π )は2点1,1+πiを結ぶ線分．

２．下図の積分路につき，複素積分値を求めよ．（各10点）
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(1) I1 =
2cos z
z2 −1C1∫ dz， (2) I2 =

1
z2

+ 1
(z +π )

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
sin z

C2∫ dz．

３．次のベキ級数の収束半径を求めよ．（各10点）

(1) f (z) = 2n

n
(z −α )n

n=0

∞

∑ (2) f (z) = 1
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(z −α )n
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４．次の関数 を指定された点α を中心としてテイラー展開せよ．（各10点）

(1) f (z) = 1
z +1

(α = i) (2) f (z) = 1
z2 −1

(α = i)

５．次の関数を指定された領域でローラン展開せよ．（各10点）

(1) f (z) = 1
z + i

( z >1) (2) f (z) = ze1/z
2
( z > 0)



応用解析定期試験16.01.26解答
１．次の複素積分を求めよ．（各10点）

(1) I1 = Im z dz
C1∫ , C1 : z = t + i (t :0→1)は2点 i, 1+ iを結ぶ線分．

I1 = Im z dz
C1∫ = 1

Im z
! 1

′z (t )
! dt

0

1
∫ = dt

0

1
∫ = 1．

(2) I2 = ez dz
C2∫ , C2 : z = 1+ it (t :0→ π )は2点1,1+πiを結ぶ線分．

I2 = ez dz
C2∫ = e1+it

z(t )
! i

′z (t )
! dt

0

π
∫ = ie eit dt

0

π
∫ = ie 1

i
eit⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥0

π
= e(−1−1) = −2e．

（別解） f (z) = ezは正則なので， I2 = ez dz
C2∫ = F(1+πi)− F(1) = e1+πi − e1 = −e− e = −2e.

２．下図の積分路につき，複素積分値を求めよ．（各10点）
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(1) I1 =
2cos z
z2 −1C1∫ dz． C1を交点α で単純閉曲線 A, Bに分け， C1 = A + B とする． Aは −1を負の向き

に囲い，1を囲わない． Bは1を正の向きに囲い， −1を囲わない． f (z) = cos zは正則であるから，
2

z2 −1
= 1
z −1

− 1
z +1

により，

I1 = A∫ +
B∫ = f (z)

z −1
dz

A∫ − f (z)
z +1

dz
A∫

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
+ f (z)

z −1
dz

B∫ − f (z)
z +1

dz
B∫

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

= 0 − (−2πi f (−1)){ }+ 2πi f (1)− 0{ } = 2πicos(−1)+ 2πicos1= 4πicos1.

(2) I2 =
1
z2

+ 1
(z +π )

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
sin z

C2∫ dz． C2を交点α で単純閉曲線 A, Bに分け， C2 = A + Bとする． Aは2

点 0, −π を正の向きに囲い， Bは1点0のみを正の向きに囲う． f (z) = sin z は正則であるから，

I2 = A∫ +
B∫ = f (z)

z2
dz

A∫ + f (z)
z +π

dz
A∫

⎧
⎨
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⎫
⎬
⎭
+ f (z)

z2
dz

B∫ + f (z)
z +π

dz
B∫

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

= 2πi ′f (0)+ 2πi f (−π )){ }+ 2πi ′f (0)− 0{ } = 2πi cos0 + sin(−π )+ cos0{ } = 4πi.
．

３．次のベキ級数の収束半径を求めよ．（各10点）

(1) f (z) = 2n

n
(z −α )n

n=0

∞

∑ ．係数 cn =
2n

n
ゆえ，ダランベールの公式より，



1
R
= lim
n→∞

cn+1
cn

= lim
n→∞

2n+1 / (n +1)
2n / n

= lim
n→∞

2n
n +1

= lim
n→∞

2
1+ n−1

= 2．∴R = 1
2
．

(2) f (z) = 1
nn
(z −α )n

n=0

∞

∑ ．係数 cn =
1
nn
ゆえ，コーシー・アダマールの公式より，

1
R
= lim
n→∞

cn
1/n = lim

n→∞

1
nn

1/n
= lim
n→∞

1
n
= 0. ∴R = ∞.

４．次の関数 f (z)を指定された点α を中心としてテイラー展開せよ．（各10点）

(1) f (z) = 1
z +1

(α = i)．

f (z) = 1
(z − i)+ (1+ i)

= 1
1+ i

⋅ 1

1− − z − i
1+ i

⎛
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(2) f (z) = 1
z2 −1

(α = i)．部分分数分解 f (z) = 1
2

1
z −1

− 1
z +1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ による．まず，

1
z −1

= 1
(z − i)− (1− i)

= −1
1− i

⋅ 1
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⎛
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これと(1)より，

f (z) = 1
2

1
z −1

− 1
z +1

⎛
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⎞
⎠⎟ =

1
2
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５．次の関数を指定された領域でローラン展開せよ．（各10点）

(1) f (z) = 1
z + i

( z >1)

f (z) = 1
z − (−i)

= 1
z
⋅ 1

1− −i
z

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= 1
z

−i
z

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
k

k=0

∞

∑ = (−i)k z−k−1
k=0

∞

∑ = (−i)k−1z−k
k=1

∞

∑
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(2) f (z) = ze1/z
2
( z > 0)

f (z)= z 1
k!

z−2( )k
k=0

∞

∑ =
1
k!
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∞

∑ = z
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1
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