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応用解析 第7回 調和関数

１．調和関数

△ u(x, y)は調和関数 ⇔
def .

uはLaplace(ラプラス)方程式 uxx + uyy = 0を満たす．

［例1］二次元静電場の電位V (x, y) (図1)．非圧縮完全流体の速度ポテンシャルφ(x, y)と流れ関数ψ (x, y)

(図2)．定常状態の二次元温度分布 T (x, y)．これらはみな調和関数．

　図1はコンデンサの作る電位V (x, y)の等電位線と電気力線．等電位線と電気力線は直交する．よって，

電気力線はV (x, y)の共役調和関数(後述)の等高線である．

　図2は円筒回りを左から右へ流れる非圧縮完全流体の速度ポテンシャルφ(x, y)と流れ関数ψ (x, y)の等高

線．ψ (x, y)はφ(x, y)の共役調和関数．ψ (x, y)の等高線は流線で，φ(x, y)の等高線と直交．

  

　　　　図1. V (x, y)の等高線(等電位線)と電気力線．　　図2. φ(x, y)とψ (x, y)の等高線．

［定理1］ 正則関数 f (z) = f (x + iy) = u(x, y)+ iv(x, y)の実部 u(x, y)と虚部 v(x, y)は調和関数．

（証明）C-R(Cauchy-Riemannの方程式）： ux = vy!①, vx = −uy!②より，

uxx = (ux )x =
①
(vy )x = vyx = vxy = (vx )y =

②
(−uy )y = −uyy．∴uxx + uyy = 0．

vxx = (vx )x =
②
(−uy )x = −uyx = −uxy = (−ux )y =

①
(−vy )y = −vyy．∴vxx + vyy = 0．//

△ v(x, y)は u(x, y)の共役調和関数 ⇔
def .

u, v はC-Rをみたす． f (z) = u(x, y)+ iv(x, y)は正則．

［定理2］調和関数 u(x, y)の共役調和関数は定数を除いて一意に決まる．
（証明） v, wが共に uの共役調和関数とし， g = w− v とすると，C-Rより，

gx = wx − vx = (−uy )− (−uy ) = 0, gy = wy − vy = ux − ux = 0．

ゆえに， g は x方向にも， y 方向にも変化しない．ゆえに g は定数．//
☆ vが調和関数 uの共役調和関数なら， uの全ての調和関数は v + c  ( cは定数)と書ける．
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［例2］調和性の判定と，共役調和関数の計算．

　 u(x, y) = x2 − y2 + xが(1)調和関数であることを示し，(2)その共役調和関数を求める．
(1) Laplace方程式を満たすことを示す．

ux = 2x +1, uxx = 2, uy = −2y, uyy = −2. ∴uxx + uyy = 0.

　　ゆえに， uは調和関数．
(2) C-Rと(1)より， vの偏導関数を計算：

vx = −uy = 2y!① vy = ux = 2x+1!②

①の vxを xで積分( y は定数と考える)： v(x, y)= v(a, y)+ vx (t, y)dta
x
∫ = p(y)+ vx (x, y)dx∫( )

v = 2xy+ p(y)!③　( P( y)は y のみの関数)．

③を y で微分： vy = 2x + ′p ( y)，これを②と比較して，

′p ( y) = 1. ∴ p( y) = y + c　( cは定数)．

③に代入して，解は v = 2xy + y + c．//

２．正則関数の等角性
［定理１］(正則関数の等角性) w = f (z)は正則で点α で ′f (α ) ≠ 0とする．このとき， w = f (z)はα で交わ
る2曲線の交角を方向を込めて変えない．//

（証明） β = f (α ), ′f (α ) = reiθ ≠ 0と極表示すると，α の近傍で

w ≅ f (α )
β
! + ′f (α )

reiθ
! (z −α ) = r

r倍
! eiθ

θ回転
! z + γ

平行移動
! (γ = β − rαeiθ )．

したがって， z平面でα 近傍の図形は， r倍されθ 回転され γ 平行移動されて，同じ向きの相似図形とし

て， w平面の β 近傍に移される．ゆえに，α で交わる2曲線の交角を方向を込めて変えない．//

［定理2］ ux (a,b)と uy (a,b)が同時に0にならないなら，調和関数 u(x, y)と共役調和関数 v(x, y)の等高線は

点 (a,b)で直交する．//

（証明） xy平面を z = x + iyで z平面と見なす．条件より w = f (z) = u(x, y)+ iv(x, y)は正則である．点 (a,b)

を通る等高線 Cu :u(x, y) = u(a,b)と Cv : v(x, y) = v(a,b)を考える． Cuは， w = f (z)で w平面の実部が定数

u(a,b)の直線(虚軸に平行な直線) Luに写る．同じく Cvは， w = f (z)で w平面の虚部が定数 v(a,b)の直

線(実軸に平行な直線) Lvに写る．像 Luと Lvは明らかに直交するので，定理1より原像 Cuと Cvも直交す

る．//

第7回練習問題
　教科書7.1 次の関数が調和関数であることを示し，その共役調和関数を求めよ．

　　(a) u(x, y) = y3 − 3x2y ，(b) u(x, y) = ex cos y
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第7回練習問題
　教科書7.1 次の関数が調和関数であることを示し，その共役調和関数を求めよ．

　　(a) u(x, y) = y3 − 3x2y ，(b) u(x, y) = ex cos y
解答
(a)
(1) Laplace方程式を満たすことを示す．

ux = −6xy, uxx = −6y, uy = 3y
2 − 3x2, uyy = 6y. ∴uxx + uyy = 0.

　　ゆえに， uは調和関数．
(2) C-Rと(1)より， vの偏導関数を計算：

vx = −uy = 3x
2 − 3y2!① vy = ux = −6xy!②

①の vxを xで積分( y は定数と考える)：

v = x3 − 3xy2 + p( y)!③　( P( y)は y のみの関数)．

③を y で微分： vy = −6xy + ′p ( y)，これを②と比較して，

′p ( y) = 0. ∴ p( y) = c ( cは定数)．

③に代入して，解は v = x3 − 3xy2 + c．//

(b)
(1) Laplace方程式を満たすことを示す．

ux = e
x cos y, uxx = e

x cos y, uy = −ex sin y, uyy = −ex cos y. ∴uxx + uyy = 0.

　　ゆえに， uは調和関数．
(2) C-Rと(1)より， vの偏導関数を計算：

vx = −uy = e
x sin y!① vy = ux = e

x cos y!②

①の vxを xで積分( y は定数と考える)：

v = ex sin y + p( y)!③　( P( y)は y のみの関数)．

③を y で微分： vy = e
x cos y + ′p ( y)，これを②と比較して，

′p ( y) = 0. ∴ p( y) = c ( cは定数)．

③に代入して，解は v = ex sin y + c．//


