
応用解析 第4回 指数関数と対数関数

１．指数関数
　Maclaurin展開で定義する．指数関数のすべてがここから導かれる．

△ 複素指数関数： ez = zk
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☆1 指数法則： ez+w = ezew．//

（証明） ez+w = (z +w)n

n!n=0

∞

∑ = 1
n!

n
k

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
zkwn−k

k=0

n

∑
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟n=0

∞

∑ = 1
n!

n!
k!(n − k)!

zkwn−k
k=0

n

∑
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟n=0

∞

∑

　　　 = zk

k!
⋅ w

n−k

(n − k)!k=0

n

∑
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟n=0

∞

∑ =
① zk

k!
⋅w

l

l!l=0

∞

∑
k=0

∞

∑ = zk

k!
wl

l!l=0

∞

∑
k=0

∞

∑ = zk

k!k=0

∞

∑
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
wl

l!l=0

∞

∑
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= ezew．

①の左辺には全ての zk
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(k ≥ 0, l ≥ 0)が一度現れる．//

☆2 Eulerの公式： eiθ = cosθ + isinθ ．//

（証明） eiθ = ikθ k
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☆3 周期性： e2π i = 1．　（e2nπ i = cos2nπ + isin2nπ = 1）

☆4 周期性： ez+2nπ i = ez．（ez+2nπ i =
☆1
eze2nπ i =

☆3
ez）

◎ 極表示： ez = ex+iy =
☆1
exeiy =

☆2
ex (cos y + isin y)．∴ ez = ex , argez = y．

［例1］ e2+π i/2 = e2eπ i/2 = ie2 , elog2+π i/3 = elog2eπ i/3 = 2 cosπ
3
+ isinπ
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◎ w = ezの像： zが右に進む⇨ wが原点から離れる． zが上に進む⇨ wが反時計回りに回転．
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２．対数関数

△ 複素対数関数： ew = z を満たす複素数 wを， zの対数と言い， w = log zと書く．

☆1 log z = log z
実部
 + iarg z

虚部
．右辺の logは実関数の(高校の) log．

（証明） elog z = elog z +iarg z = elog z eiarg z = z eiarg z = z ．//

注：虚部 arg zは 2nπ の任意性がある．その場に応じて適切に解釈する．複素対数関数は厳密な意味で
は関数ではない．
☆2 対数法則： logαβ = logα + logβ ．

（証明） elogα+logβ =
指数法則

elogαelogβ =αβ ．ゆえに， logαβ = logα + logβ ．//

［例2］(1) log i，(2) log 3 − i( )を実初等関数で表す．

(1) ① 絶対値と偏角： i = 1, arg i = π
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 ．② log i = log 1+ π i

2
+ 2nπ i = π

2
+ 2nπ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ i．

(2) ① 絶対値と偏角： 3 − i = 2, arg ( 3 − i) = − π
6
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 ．② log 3 − i( ) = log 2 + − π
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△ 偏角の主値： Arg z∈(−π ,π ]．（計算機言語の arg関数の定義）

△ 対数関数の主値： Log z = log z + i Arg z ．(計算機言語の複素 log関数の定義)

☆ 実数 x > 0については， Arg z = 0ゆえ， Log x = log x．右辺の logは実初等関数(高校の log )．
３．べき乗

　指数関数と対数関数により，複素数の複素数乗を次のように定義する．

△ αβ = eβ logα ．（αβ = elogα( )β = eβ logα と考える．）

　　注：べき乗は複素 logに由来する任意性がある．その場に応じて適切に解釈する．

［例3］(1) (1+ i)i，(2) 21+i  の極表示 r(cosθ + isinθ )を実初等関数で表す．

(1) ① log(1+ i) = log 2 + π i
4
+ 2nπ i　( +2nπ i は左辺の複素 logの任意性．右辺の logは実初等関数．)
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(2) ① log2 = log2 + 2nπ i 　( +2nπ i は左辺の複素 logの任意性．右辺の logは実初等関数．)

② 21+i = e(1+i) log2+2nπ i( ) = e(log2−2nπ )+i log2+2nπ( ) = elog2−2nπ cos log2( )+ isin log2( ){ }．//
練習問題

１．p.37 4.2 次の値を実初等関数で表せ．問題中の は実初等関数である．  ヒント：例2

(1) log 1+ i 3( )，　　(2) log(1− i)，　　(3) log(−i)．

２．p.37 4.3 (1) 3 + i( )2−3iを実初等関数で表せ．問題中の は実初等関数である． ヒント：例3



第4回解答
練習問題

１．p.37 4.2 次の値を実初等関数で表せ．  ヒント：例2
(1) log 1+ i 3( )，(2) log(1− i)，(3) log(−i)．

２．p.37 4.3 (1) 3 + i( )2−3iを実初等関数で表せ． ヒント：例3
解答：右辺の log, は実初等関数(高校の log, )

１．(1) ① 1+ i 3 = 2, arg (1+ i 3) = π
3
+ 2nπ ．② log 1+ i 3( ) = log2 + π
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(2) ① 1− i = 2, arg (1− i) = − π
4
+ 2nπ ．② log 1− i( ) = log 2 + − π
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(3) ① −i = 1, arg (−i) = − π
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+ 2nπ i．② log(−i) = log1+ − π
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２．① 3 + i = 2, arg ( 3 + i) = π
6
+ 2nπ より， log 3 + i( ) = Log 2 + π
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