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概要

本稿では，ネットワークボロノイ図を利用した pノードセンター問題の近似解法について述べる．pノー

ドセンター問題は NP-困難な施設配置問題のひとつとしてよく知られている．ネットワークボロノイ図の

算法と 1 ノードセンター問題の解法とを組み合わせることで高速に近似解を得る方法を示す．また，我々

の解法は，空間計算量を頂点数や枝数に対して線形としつつ，現実的な計算時間で解を得られるように拡張

できる．既存の多くの解法が距離行列を前提としている．しかし，現実の道路ネットワークや通信ネット

ワーク上で配置問題を考えるとき，そのネットワークの頂点数は万を超えること場合が多い．このような問

題で距離行列を前提とするのはあまり現実的ではなく，空間計算量が線形であることは大きな利点となるで

あろう．また，実際に約 58000の頂点からなる道路ネットワークに対する近似解を求めた．

1 はじめに

pセンター問題は，需要点とその最寄りの施設との最大距離が最小となるように，p個の施設を配置する問

題である．この問題は NP-困難な施設配置問題のひとつとしてよく知られており，最大距離を最小にするとい

う性質から，消防署や病院などの緊急施設の配置問題に適しているとされている．

ネットワーク上における p センター問題は 2 つに分類される [4, 7, 13]. p 絶対センター問題（absolute

p-center problem）と pノードセンター問題（vertex p-center problem）である．両者の違いは，施設の配置

場所に現れる．p絶対センター問題ではネットワークの枝上のどこを選択してもよいのに対し，pノードセン

ター問題ではネットワーク上の頂点しか選択できない．p絶対センター問題は，ある枝に注目したときその枝

上でセンターと成り得る点は少なくとも 2つの頂点から等距離となる点である，という性質を利用して枝上に

頂点を追加することで，pノードセンター問題に置き換えることができる [4, 13]．頂点数 n，枝数 mとする

とき，各枝で各頂点対に対するセンターの候補点が存在する．つまり，O(mn2)の頂点に対する pノードセン

ター問題を解く必要がある．

pノードセンター問題は，整数計画問題として定式化することで厳密解を得ることができる．また，集合被

覆問題を利用した解法 [12]や最大被覆問題を利用した解法 [5]などが提案されている．いずれの解法もあらか

じめ距離行列を作成することを前提としている．

しかしながら，現実にセンター問題を考える上では，必ずしも距離行列を作成できるとは限らない．まず，

上述したように p絶対センター問題を pノードセンター問題に置き換えた場合，O(mn2)の頂点を考える必要

がある．これは数十の頂点の p絶対センター問題であった場合，数万の頂点の pノードセンター問題になる可

能性を示している．また，国土地理院による数値地図データ*1を利用することで，ある地域の道路ネットワー

*1 GSI HOME PAGE, http://www.gsi.go.jp/



クを容易に手に入れることができる．このネットワークの大きさは，1つの行政単位に対して数万頂点の規模

である．このような規模のネットワークに対して，従来の解法は現実的な解決手段とならない．また，無線技

術などの発達によって，超小型のセンサーを数万個の規模で対象領域に散布して，対象領域をモニターするこ

とが行われている [1, 11]．このとき，センサー同士の通信距離と各センサーのバッテリー寿命の問題から効

率的なセンサー間の通信が求められている．この問題でも数万個の頂点に対する施設配置問題を考える必要が

ある．

現在の計算機環境において，数万個の頂点の距離行列を考えることはあまり現実的ではない．また，頂点間

の距離を必要とするごとに求めるのは計算時間の観点からやはり現実的ではない．そこで，我々はネットワー

クボロノイ図 [6, 9] を利用した p ノードセンター問題の近似解法を提案する．ネットワークボロノイ図とは

ネットワーク上でのボロノイ図である．ネットワークボロノイ図は，ネットワーク上に母点（一般に頂点の部

分集合）が与えられたとき，ネットワーク上での距離で最も近い母点によって頂点を分割する．平面における

ボロノイ図が施設配置問題で有効であるのと同様に，ネットワークボロノイ図はネットワーク上での施設配置

問題の有効な道具となることが期待されている．

このネットワークボロノイ図を pノードセンター問題に適用することで，現実的な計算時間を維持しつつ，

線形の空間計算量で近似解を得ることができることを示す．また，数万個の頂点からなる実際の道路ネット

ワークに対する初めての近似解を提示する． 2節で問題の定義，アルゴリズムを示す．計算機実験の結果を 3

節で示し， 4節で解法の改良に関する検討を行う． 5節でまとめと今後の課題について述べる．

2 アルゴリズム

まずはじめに，ネットワークボロノイ図を利用した pノードセンター問題の近似解法として，距離行列を作

成する場合の解法を示し，次にその空間計算量の線形化を行う．

ネットワーク N(V, E)が与えられたとする．このとき，頂点集合 V = {v1, . . . , vn}，枝集合 E, m = |E|
とする．e(vi, vj)を頂点 vi と vj を結ぶ枝とし，その枝の長さを正とする．また，d(vk, vi)を vk から vi への

最短経路距離とする．要素数 p個の頂点集合 Xp = {x1, . . . , xp} ⊂ V とするとき，

d(v, Xp) = min
i=1,...,p

{d(xi, v)} (1)

とする．このとき，
F (Xp) = max

v∈V
{d(v, Xp)} (2)

とすると，
F (X∗

p ) = min
Xp⊂V

{F (Xp)} (3)

となるような X∗
p を pノードセンター [7, 8, 10]と呼ぶ．

次に，Xp = {x1, . . . , xp} を母点集合とするネットワークボロノイ図を考える．この各母点の頂点集合
V (x1), . . . , V (xi), . . . , V (xp)は次の性質を満たす．

V (xi) = {v ∈ V | d(xi, v) ≤ d(xj , v), j = 1, . . . , p}. (4)

式 (1)では，各頂点が最も近い x ∈ Xp を利用することを示している．これは，Xp を母点としたネットワー

クボロノイ図を考えることで，式 (2)から次式が成り立つ．

F (Xp) = max
v∈V

{d(v, Xp)} = max
i=1,...,p

{ max
v∈V (xi)

{d(xi, v)}} (5)



これらの式より，次のような定理が成り立つ．

定理 2.1. ネットワーク N(V, E)とその pノードセンターX∗
p，またX∗

p を母点集合とするネットワークボロ

ノイ図が与えられたとき，F (X∗
p ) = d(x∗i , v

′) = d(v′, X∗
p )となる x∗i，v′ を考える．このとき，x∗i は頂点集合

V (x∗i )の 1ノードセンターである．

Proof. max
v∈V (x∗i )

{d(x′, v)} < max
v∈V (x∗i )

{d(x∗i , v)} となる 1 ノードセンター x′ ∈ V (x∗i ) を仮定する．X =

X∗
p \ {x∗i } ∪ {x′}というX を考えるとき F (X) < F (X∗

p )∧X 6= X∗
p となり，X∗

p が pノードセンターである

ことに矛盾する．よって，x∗i は頂点集合 V (x∗i )の 1ノードセンターである．

各頂点の最も近い母点はネットワークボロノイ図を求めることで容易に得られること，また，pノードセン

ターが得られたときの最大距離を持つセンター x∗i は，その頂点集合 V (x∗i )の 1ノードセンターになっている

ことから，次のような近似解法を提案する．

Step 1. 乱数により p個の頂点を選択し，その集合を Xp ⊂ V とする．

Step 2. Xp を母点とし，ネットワークボロノイ図を求める [6, 9]．

Step 3. X ′
p = ∅ とする．各母点 xi ∈ Xp の頂点集合 V (xi) ごとに 1 ノードセンター x′i ∈ V (xi) を

求める． max
v∈V (xi)

{d(x′i, v)} < max
v∈V (xi)

{d(xi, v)} となるとき，X ′
p ← X ′

p ∪ {x′i}． max
v∈V (xi)

{d(x′i, v)} =

max
v∈V (xi)

{d(xi, v)}であるとき，X ′
p ← X ′

p ∪ {xi}．
Step 4. Xp = X ′

p であれば，終了．そうでなければ，Xp ← X ′
p として，Step 2 へ．

この解法では最初に母点として選ぶ頂点の組合せにより局所最適解で終了してしまう可能性がある．そこで初

期値を替えて複数回実行するマルチスタートを用い，その中で最適な母点の組合せを最適解とする．

この解法の特徴は以下の 2点である．

補題 2.1. 解法終了時に解として厳密解を得ることができる初期 Xp（Step 1）が必ず存在する．

Proof. 初期 Xp としてそのネットワークの p ノードセンター問題の厳密解 X∗
p が与えられたとき，Step 3，

Step 4において Xp は変更されることなく終了し，この Xp が解となる．これは厳密解である．

補題 2.2. Step 2から Step 4の 1反復において，最大距離が大きくなることはない．つまり，Step 3終了時

点で F (X ′
p) ≤ F (Xp)となる．

Proof. Step 3 において，母点 xi ∈ Xp の頂点集合 V (xi) の 1 ノードセンター x′i とする．このとき，最大

を最小にするという 1ノードセンターの性質から， max
v∈V (xi)

{d(x′i, v)} ≤ max
v∈V (xi)

{d(xi, v)} である．これはす
べての母点において成立するので， max

i=1,...,p
{ max

v∈V (xi)
{d(x′i, v)}} ≤ max

i=1,...,p
{ max

v∈V (xi)
{d(xi, v)}}． 式 (5) から，

F (X ′
p) ≤ F (Xp)となる．

次に，この算法に対する空間計算量の線形化を試みる．ここで単純にある 2点間の距離を必要とするごとに

求めるように変更した場合，対象とするネットワークのすべての頂点を用いて頂点間の距離を求める必要があ

る．これは頂点が多いときに非常に多くの計算時間を必要とする．そこで，以下のような部分ネットワークを

考える．
E(xi) = {e(vi, vj) ∈ E | vi ∈ V (xi) ∧ vj ∈ V (xi)} (6)

とするとき，Nxi(V (xi), E(xi)) を xi の部分ネットワークとする．また，dNxi
(vi, vj) を部分ネットワーク



Nxi での頂点 vi から頂点 vj への最短経路距離とする．これに伴い，Step 3を以下のように変更する．

Step 3. X ′
p = ∅ とする．各母点 xi ∈ Xp の部分ネットワーク Nxi

(V (xi), E(xi)) ごとに 1 ノードセ

ンター x′i を求める． max
v∈V (xi)

{dNxi
(x′i, v)} < max

v∈V (xi)
{dNxi

(xi, v)} となるとき，X ′
p ← X ′

p ∪ {x′i}．
max

v∈V (xi)
{dNxi

(x′i, v)} = max
v∈V (xi)

{dNxi
(xi, v)}であるとき，X ′

p ← X ′
p ∪ {xi}．

これにより，いくつかの頂点対の最短経路距離が元のネットワーク N における最短経路距離よりも大きくな

る．これは，N(V, E)における V (xi)の 1ノードセンターでは，vi, vj ∈ V (xi)としたとき，vi から vj への最

短経路には vk 6∈ V (xi)となるような頂点を含んでいる可能性がある．しかし，Nxi
上での vi から vj への最

短経路を求めたとき，vk を通ることはできず，結果 d(vi, vj) ≤ dNxi
(vi, vj)となる．つまり，部分ネットワー

クを作成しその中で最短経路距離を求めることで，N における最短経路距離よりも大きくなる可能性がある．

しかし，実際の計算においては，多くの場合に影響を与えないことがわかった．これについては次節で示す．

ここで，各 Stepにおいて必要とする空間計算量は，

Step 1. O(p)：母点を保持するために必要な領域

Step 2. O(n)：ネットワークボロノイ図の算法による [6, 9]．

Step 3. O(m + n)：部分ネットワークを実現するために O(m + n)．また，1ノードセンターを求めるため

に必要な空間計算量は，各頂点でその部分ネットワークにおける最も遠い頂点までの距離を記憶する必

要があるので，O(n)．

Step 4. 新たな記憶領域を必要としない．

となり，pは nより必ず小さいので，全体で O(m + n)の空間計算量で解を得ることができる．

距離行列をあらかじめ作成した場合と比較して，当然，その都度頂点間の距離を計算しているため計算時間

の増加が予想される．しかし，各部分ネットワークにおいて頂点間の距離を求めるときには，最短経路距離の

計算を各部分ネットワークに限定しており，部分ネットワークの頂点数に依存した時間で距離を求めることが

できる．単純に必要とするごとに頂点間の距離を求めるように変更した場合には，対象とするネットワークの

すべての頂点を用いて頂点間の距離を求める必要があり，我々の解法は実時間の面で高速になることが期待で

きる．

3 評価実験

本節では前節で提案した解法を評価する．なお，本節と次節で示す計算はすべて，Intel Pentium IVプロ

セッサ（2.53GHz），メモリ 512MB搭載の計算機を用いた．

我々の解の精度を見るために厳密解との比較を行う．そこで，まず厳密解を求める方法を示す．pノードセ

ンター問題は以下のように整数計画問題として捉えることで解を得ることができる [5]．

■決定変数

yj =
{

1 新規施設を頂点 vj ∈ V に配置する場合
0 配置しない場合

zij =





1 頂点 vi ∈ V を新規施設 vj ∈ V に
割り当てる場合

0 割り当てない場合

W = 頂点と割り当てられる施設との最大距離



とするとき，以下のように定式化できる．

Minimize W (7)

Subject to
n∑

j=1

zij = 1 i = 1, . . . , n (8)

zij ≤ yj i, j = 1, . . . , n (9)
n∑

j=1

yj = p (10)

W ≥
n∑

j=1

d(vi, vj)zij i = 1, . . . , n (11)

yj ∈ {0, 1} i = 1, . . . , n (12)
zij ∈ {0, 1} i, j = 1, . . . , n (13)

目的関数 (7)は頂点とそれが割り当てられる施設との間の最大距離を最小にすることを意味している．制約条

件 (8)はそれぞれの頂点がただ 1つの施設に必ず割り当てられることを示している．制約条件 (9)によって，

施設が配置されたときにのみ，各頂点はその施設に割り当てられることができる．制約条件 (10)は p個の施

設が配置されることを表している．制約条件 (11)では変数 zij によって最大距離を定義している．最後に，制

約条件 (12)および制約条件 (13)は標準的な整数制約である．

表 1 ドローネ三角網に対する pノードセンターの計算結果

n p exact best time (s) app.

100 3 0.466 0.466 2.34 393

100 5 0.322 0.322 2.62 394

100 10 0.223 0.229 1.86 0

表 2 昭和区の道路網に対する pノードセンターの計算結果

n p exact best time (s) app.

100 3 3107.67 3107.67 3.28 323

100 5 2426.46 2426.46 2.80 156

100 10 1633.56 1633.56 2.65 2

200 3 5068.67 5068.67 9.67 246

200 5 3703.24 3703.24 9.37 20

200 10 2486.01 2486.01 7.78 6

実験対象のネットワークとして以下の 3種類のネットワークを用いた．

• ドローネ三角網
• 愛知県名古屋市昭和区の道路ネットワーク
• OR-Library*2 [2]による pメディアン問題用のネットワーク

*2 OR-Library http://people.brunel.ac.uk/m̃astjjb/jeb/info.html



表 1と表 2は，それぞれドローネ三角網と道路ネットワークに対する距離行列を利用した解法の結果の一部

である．このとき，マルチスタートを 10000回とした．表中では，頂点数 nのネットワークに対する施設数 p

のときの厳密解（exact）と我々の解法による最適解（best），計算時間（time）およびマルチスタート 10000

回における厳密解の出現回数（app.）である．ドローネ三角網や道路ネットワークにおいては，他のデータを

用いた場合においても，ほぼ同様の結果を得ることができた．

表 3と表 4は OR-Libraryにある pメディアン用のデータに対する計算結果である．表 3は，ボロノイ分

割による頂点集合とそれらを結ぶ枝で作成した部分ネットワークを用いて，計算した結果である．また，表 4

は最初に 1回だけ距離行列を作成して計算した結果である．各表では厳密解（exact），最適解（best）とマル

チスタート 1000回における最適解の数（#best），マルチスタート 1000回中最も多く出現した解（mode）お

よびその数（#mode），総計算時間（time）と反復回数（rep.）を示している．なお，表 3と表 4では，各デー

タにおける乱数の種は統一した．2つの表で得られた最適解を比較しても，ほとんど差がない．また，距離行

列を作成して解を求めた結果のが最適解の良いものであっても，部分ネットワークを作成して得られた最適解

との差の多くは 1である．前節で述べたように，部分ネットワークを作成することで，枝が限定されるため同

じ頂点集合においては 1ノードセンターの最大距離が大きくなることはあっても，小さくなることはない．に

もかかわらず，部分ネットワークを作成して得られた最適解のが良いものも存在する（No.10,23,25）．この原

因としては，ある反復で 1ノードセンターの最大距離が大きくなる，つまり，距離行列の場合と次の反復にお

ける母点となる頂点が異なり，ネットワークボロノイ図が変わってしまうことを挙げることができる．結果と

して以降の反復において，より良い解を得ることができた．また，各頂点から等距離にある頂点が複数個存在

すること，つまり，1ノードセンターを計算する際に，最大距離を持つ頂点が複数個存在する可能性がある．

距離行列を作成した場合と部分ネットワークを作成した場合とでは，このときの 1ノードセンターとなる頂点

の選択が異なる可能性がある．上述の 3つのネットワークでは，これらが良い方に影響したと考えられる．

また，各頂点から等距離にある頂点が複数個存在することの影響として，ドローネ三角網や道路ネットワー

クと比較して解の質があまりよくないことを挙げることができる．つまり，ある頂点を考えたとき，等しい距

離を持つ母点が 2つ以上存在する可能性がある．しかし，このときこれらは等距離であるにもかかわらず，作

成したプログラムの基準でいずれかの母点に分類される．結果として，ネットワークボロノイ図の分割におけ

る頂点集合に偏りが発生し，解の質を悪くしていると思われる．しかし，現実には，このような等距離の母点

を 2 つ持つ頂点が大量に存在する状況は考えにくい．実際の多くの問題では大きな影響を与えないと考えら

れる．

これまでの結果から，pの数が一定数を超えると実行時間が早くなる一方，解の質が悪くなっていることが

わかる．まず実行時間に関しては，ネットワークボロノイ図を求めるのに必要な計算量は pに依存しない．ま

た，p個の母点でネットワークを分割し，1ノードセンターを求めるとき，pの値が大きくなるにつれ，平均的

には 1ノードセンターの対象となる頂点数が少なくなる．1ノードセンターの計算時間にはその頂点数が大き

く影響しており，なおかつ，全体の計算時間のなかでも p回の 1ノードセンターの求解に要する時間の比重が

大きいことなどによって，pの数が一定数を超えると実行時間が早くなることが予想される．また，解の質が

悪化する理由としては，pが大きいとき，ネットワークボロノイ図によって計算された各頂点集合の要素数が

平均的に小さくなり，解法中の Step 3において母点がほとんど移動しないため，反復ごとのネットワークボ

ロノイ図が大きく変更されない．結果，初期母点の影響が非常に大きくなっていることが予想される．これは

マルチスタートの改良等を考える必要があり，次節で議論する．



表 3 OR-Libraryの pメディアン問題用のデータに対する実験結果（マルチスタート回数：1000）．空間

計算量の線形化版．

No. n m p exact best #best mode #mode time(s) rep.

1 100 200 5 127 127 8 148 215 13.84 3.59

2 100 200 10 98 104 1 129 181 8.33 3.81

3 100 200 10 93 95 1 128 91 7.68 4.66

4 100 200 20 74 82 1 102 183 4.09 4.37

5 100 200 33 48 69 1 85 432 2.70 3.82

6 200 800 5 84 91 9 98 109 80.36 3.73

7 200 800 10 64 67 1 84 141 59.22 4.53

8 200 800 20 55 68 2 84 217 23.92 4.79

9 200 800 40 37 55 2 84 395 11.53 4.77

10 200 800 67 20 35 1 70 375 8.56 4.63

11 300 1800 5 59 60 3 73 215 451.64 3.86

12 300 1800 10 51 59 1 72 494 117.37 4.62

13 300 1800 30 36 45 1 54 198 50.19 5.45

14 300 1800 60 26 45 7 60 478 22.16 5.10

15 300 1800 100 18 35 2 44 549 15.97 4.80

16 400 3200 5 47 48 44 55 279 744.58 4.14

17 400 3200 10 39 42 3 53 138 282.70 4.74

18 400 3200 40 28 38 1 50 579 64.73 5.53

19 400 3200 80 18 28 1 35 433 37.44 5.51

20 400 3200 133 13 29 1 44 254 25.70 4.89

21 500 5000 5 40 41 5 47 142 1222.48 3.97

22 500 5000 10 38 44 2 52 460 473.23 4.51

23 500 5000 50 22 29 1 37 264 98.58 5.94

24 500 5000 100 15 25 1 33 339 58.89 5.65

25 500 5000 167 11 22 1 44 286 46.47 5.48

26 600 7200 5 38 40 8 44 177 2258.63 4.14

27 600 7200 10 32 35 1 39 513 1231.67 5.07

28 600 7200 60 18 26 1 57 894 140.70 6.14

29 600 7200 120 13 25 2 36 626 88.61 5.93

30 600 7200 200 9 24 2 40 588 68.80 5.43

31 700 9800 5 30 31 5 34 193 3106.58 4.13

32 700 9800 10 29 33 2 72 753 1260.19 4.59

33 700 9800 70 15 21 1 28 361 206.81 6.38

34 700 9800 140 11 23 4 45 442 139.66 6.01

35 800 12800 5 30 31 6 36 533 4760.69 4.41

36 800 12800 10 27 32 1 42 959 1657.61 4.68

37 800 12800 80 15 22 2 33 416 246.00 6.28

38 900 16200 5 29 31 1 40 862 6608.07 4.34

39 900 16200 10 23 26 1 74 950 2803.25 4.89

40 900 16200 90 13 20 1 23 398 317.15 6.43



表 4 OR-Libraryの pメディアン問題用のデータに対する実験結果（マルチスタート回数：1000）．距離行列版．

No. n m p exact best #best mode #mode time(s) rep.

1 100 200 5 127 127 4 148 276 0.19 3.65

2 100 200 10 98 102 1 129 216 0.23 3.87

3 100 200 10 93 95 1 134 88 0.20 4.72

4 100 200 20 74 82 2 102 178 0.25 4.37

5 100 200 33 48 69 1 85 436 0.31 3.82

6 200 800 5 84 85 1 98 175 0.66 3.82

7 200 800 10 64 67 1 84 166 0.75 4.58

8 200 800 20 55 68 3 84 262 0.66 4.93

9 200 800 40 37 55 2 84 390 0.80 4.81

10 200 800 67 20 36 2 70 374 1.11 4.60

11 300 1800 5 59 59 1 65 226 2.75 4.13

12 300 1800 10 51 59 3 72 756 1.52 4.68

13 300 1800 30 36 45 1 54 209 1.61 5.46

14 300 1800 60 26 45 7 60 495 2.09 5.11

15 300 1800 100 18 35 2 44 548 3.16 4.76

16 400 3200 5 47 47 2 52 233 6.20 4.25

17 400 3200 10 39 42 5 47 156 4.86 4.84

18 400 3200 40 28 38 1 50 603 4.45 5.58

19 400 3200 80 18 28 2 35 411 5.97 5.53

20 400 3200 133 13 29 2 44 250 7.99 4.94

21 500 5000 5 40 40 14 44 196 11.08 4.32

22 500 5000 10 38 44 11 52 541 9.33 4.79

23 500 5000 50 22 30 2 37 233 9.14 5.97

24 500 5000 100 15 24 1 33 366 10.83 5.62

25 500 5000 167 11 23 5 44 284 14.95 5.50

26 600 7200 5 38 38 1 44 261 17.82 4.41

27 600 7200 10 32 34 1 39 684 16.45 5.14

28 600 7200 60 18 26 2 57 894 14.84 6.14

29 600 7200 120 13 23 1 36 612 17.94 5.97

30 600 7200 200 9 24 2 40 581 21.69 5.49

31 700 9800 5 30 30 8 34 502 25.08 4.37

32 700 9800 10 29 33 1 72 769 21.94 4.85

33 700 9800 70 15 20 1 28 371 23.28 6.36

34 700 9800 140 11 23 4 45 429 26.33 6.01

35 800 12800 5 30 30 6 36 351 36.64 4.56

36 800 12800 10 27 31 2 42 983 31.72 5.01

37 800 12800 80 15 22 3 33 472 31.59 6.45

38 900 16200 5 29 30 1 40 927 47.02 4.39

39 900 16200 10 23 26 2 74 989 43.78 5.20

40 900 16200 90 13 20 1 23 431 41.42 6.44



表 5 愛知県の実際の道路ネットワークに対する実験結果（マルチスタート回数：10）

n m p dis.(km) t.(m)

Seto 58168 62102 10 5141.46 7.19

Agui 33598 35807 5 2952.75 6.23

Showa 14248 18402 5 2793.36 1.05

図 1– 3は，国土地理院の数値地図による行政区分ごとの分割に基づく道路ネットワークに対して pノード

センターを求めた結果である．表 5はこれらのネットワークに対する結果をまとめた表であり，マルチスター

ト回数 10とした．図中では 10回中最も良い最大距離（dis.），10回の総計算時間（t.）を表している．

図 1 愛知県瀬戸市の道路ネットワーク頂点

数約 58000の 10ノードセンター

図 2 愛知県阿久比町の道路ネットワーク頂

点数約 33000の 5ノードセンター

図 3 愛知県名古屋市昭和区の道路ネットワーク頂点数約 14000の 5ノードセンター

4 マルチスタートの改良

本節では，マルチスタートの改良を考える．我々の解法は，各反復（2節 Step 2–Step4）で 1回前の最大距

離と比較したとき，その距離が悪くなることはない，という特徴がある．現在，p個の施設を配置するとき，



マルチスタートの各スタートではすべての母点を乱数で決めている（Step 1）が，各スタートの母点（これを

初期母点とする）における最大距離の値が小さければ，

• それよりも良い解が得られる，
• 反復の回数を減らすことができる，

などを期待できる．

そこで，次のような変更を考える．

Step 1. 1ノードセンター問題の厳密解を求める．i := 2．

Step 2. (i − 1)ノードセンター問題の近似解の頂点と乱数で求めた 1つの頂点とを初期母点として，iノー

ドセンター問題の近似解を求める．

Step 3. i 6= pであるならば，i := i + 1， Step 2.へ．そうでなければ，終了．

単純にすべて乱数で母点を決めて，複数回 pノードセンターを求めるのではなく，(i − 1)ノードセンターの

近似解と乱数で決めた 1個の頂点とを iノードセンターを求めるときの初期母点とする．これは以下の理由に

基づいている．

1. 施設数 iのときの近似解を求めるとき，施設数 i− 1の近似解に対して 1つ施設を増やすことになるの

で，iの近似解は i− 1のときよりも良いことが期待できる．

2. ネットワークボロノイ図を用いた近似解法は，前節での実験結果などから pの値が小さいほど解の質が

高い．

実際にこの方法を実現するために，以下の 2点の観点から実験・考察を行う．

• iノードセンターのマルチスタート回数について

• iノードセンターの初期母点の決定方法について

■iノードセンターのマルチスタート回数について ここで提案するマルチスタート方法を実践するためには，

i ノードセンター（i = 2, . . . , p）を求めるときのスタート回数を決めなければならない．ここでは，以下の

2通りの実験を行った（なお，i = 1，つまり 1ノードセンターは各頂点から最遠となる頂点までの距離を最

小とする 1つの頂点を求めれば良く容易に解を得ることができる）．対象とするネットワークは前節と同様に

OR-Libarayの pメディアン問題用のネットワークを用いた．総マルチスタート回数をM とし，あらかじめ

距離行列を作成するプログラムを用いた．

• i = 2, . . . , p− 1まで 1回ずつ行う．

i = 2, . . . , p− 1まで 1回ずつ行い，i = pのときは残り回数（M − (p− 2)）である．表 6の “one”

の列は，全体でのマルチスタート回数M = 1000 としたときの実験結果である．表中の “basic”

とはすべて乱数でマルチスタートを行った結果であり，“diff.” とは “basic” の解との差である．

“#starts”は i = pのときのスタート回数である．

• i = 2, . . . , pで可能な限り均等に行う．

i = 2, . . . , p−1まで均等（M/(p−1)回），i = pのときは残り回数（M/(p−1)+M mod (p−1)）

である．i − 1 の解の中から最も良い解を用いて，i 回目の初期母点とする．表 6 の “even” の列

は，全体でのマルチスタート回数M = 1000としたときの実験結果である．



表中の乱数の種はすべて統一したが，実際には各方法で必要とする乱数の数と時期が異なるため単純には比較

できない．しかし，“even”の解は “basic”の解と比較して 6割以上のデータで良くなっている．なお，いず

れの方法においても，iノードセンターの初期母点の 1つは，(i− 1)ノードセンターを母点とするネットワー

クボロノイ図において最大距離を持つ部分ネットワークの頂点から選んだ．次にこの初期母点の 1つの選び方

ついて述べる．

■iノードセンターの初期母点の決定方法ついて iノードセンターの初期母点として (i− 1)ノードセンター

の解に加えて，1つの頂点を選ばなければならない．これをすべての頂点からただ乱数で選ぶのではなく，最

大距離を持つ部分ネットワークの中から選ぶことによって，マルチスタートの改良を試みた．最大を最小に

するという目的，また最大距離を持つ部分ネットワークの頂点数は他の部分ネットワークのそれと比較して

多いことが期待でき，ネットワークボロノイ図が変化しやすいことなどが理由である．以下の 2 つの実験を

行った．

• 最大距離を持つ部分ネットワークの頂点の中から乱数で選ぶ．
表 7の “max”は，(i− 1)ノードセンターを母点とするネットワークボロノイ図において，最大距

離を持つ部分ネットワークの頂点の中から，iノードセンターの初期母点として新たな 1つの頂点

を選んだ結果である．

• 全体の中から乱数で選ぶ
表 7における “all”は，すべての頂点を新たな初期母点の候補として乱数で選んだ．

いずれの方法でも，iノードセンターのスタート回数は上述の均等に配分する方法を用いた．“max”の方法で

は 6割以上のデータで良くなっているのに対して，“all”の方法ではわずか 2割弱しかない．

■マルチスタートに関するまとめと問題点 ここでは 2種類の観点からマルチスタートの改良を試みた．いず

れの実験も複数の乱数の種で行ったが，ほぼ同様の結果を得ることができた．いずれの場合においても，pが

小さいときには，単にすべての母点を乱数で選ぶのが良いという結果となった．元々 pが小さいときには解の

質が高く，提案の改良手法の効果よりも乱数による結果の差異のが大きいことが原因の 1つと考えられる．こ

れは総マルチスタート回数にも依存すると思われる．

これまでの実験からは頂点数に対して pが一定以上のときは，iノードセンターのスタート回数には全体の

マルチスタート回数から均等に割り与え，初期母点には最大距離を持つ部分ネットワークの頂点の中から選ぶ

（これを均等最大型とする）のが良いという結果を得られた．



表 6 iノードセンターのマルチスタート回数についての実験結果

basic one even

No. p exact best time(s) best diff. time(s) #starts best diff. time(s) #starts

1 5 127 127 0.19 127 0 0.16 997 128 1 0.17 250

2 10 98 102 0.23 107 5 0.14 992 102 0 0.16 112

3 10 93 95 0.2 108 13 0.14 992 96 1 0.16 112

4 20 74 82 0.25 83 1 0.16 982 79 -3 0.14 64

5 33 48 69 0.31 70 1 0.17 969 53 -16 0.16 39

6 5 84 85 0.66 96 11 0.39 997 89 4 0.58 250

7 10 64 67 0.75 67 0 0.47 992 70 3 0.5 112

8 20 55 68 0.66 70 2 0.38 982 69 1 0.45 64

9 40 37 55 0.8 49 -6 0.45 962 40 -15 0.44 50

10 67 20 36 1.11 28 -8 0.56 935 25 -11 0.47 25

11 5 59 59 2.75 60 1 1.53 997 60 1 1.95 250

12 10 51 59 1.52 60 1 0.8 992 59 0 1.47 112

13 30 36 45 1.61 48 3 0.91 972 43 -2 1.02 48

14 60 26 45 2.09 36 -9 1.23 942 33 -12 1.09 72

15 100 18 35 3.16 25 -10 1.75 902 23 -12 1.34 20

16 5 47 47 6.2 48 1 3.75 997 48 1 4.84 250

17 10 39 42 4.86 44 2 2.66 992 40 -2 3.42 112

18 40 28 38 4.45 40 2 2.36 962 38 0 2.56 50

19 80 18 28 5.97 23 -5 3.14 922 23 -5 2.77 64

20 133 13 29 7.99 18 -11 4.63 869 17 -12 3.38 83

21 5 40 40 11.08 40 0 5.55 997 40 0 8.45 250

22 10 38 44 9.33 47 3 4.98 992 43 -1 7.13 112

23 50 22 30 9.14 29 -1 5.09 952 29 -1 5.14 40

24 100 15 24 10.83 21 -3 6.14 902 20 -4 5.45 20

25 167 11 23 14.95 16 -7 7.81 835 15 -8 6.53 10

26 5 38 38 17.82 38 0 10.99 997 39 1 14.23 250

27 10 32 34 16.45 38 4 9.03 992 34 0 12.63 112

28 60 18 26 14.84 25 -1 7.47 942 24 -2 8.74 72

29 120 13 23 17.94 18 -5 9.72 882 17 -6 9.06 56

30 200 9 24 21.69 15 -9 13.41 802 13 -11 10.52 10

31 5 30 30 25.08 30 0 15.33 997 30 0 19.69 250

32 10 29 33 21.94 33 0 12.2 992 32 -1 19.55 112

33 70 15 20 23.28 20 0 13.74 932 19 -1 13.05 48

34 140 11 23 26.33 16 -7 15.55 862 15 -8 15.11 34

35 5 30 30 36.64 30 0 21.86 997 33 3 30.31 250

36 10 27 31 31.72 32 1 19.47 992 29 -2 24.88 112

37 80 15 22 31.59 20 -2 19.81 922 19 -3 19.33 64

38 5 29 30 47.02 33 3 28.97 997 29 -1 43.94 250

39 10 23 26 43.78 25 -1 27.02 992 25 -1 33.63 112

40 90 13 20 41.42 18 -2 25.73 912 18 -2 25.52 32



表 7 iノードセンターの初期母点の決定方法ついての実験結果

basic max all

No. p exact basic time(s) best diff. time(s) #starts best diff. time(s) #starts

1 5 127 127 0.22 132 5 0.22 250 127 0 0.2 250

2 10 98 102 0.22 104 2 0.16 112 105 3 0.16 112

3 10 93 94 0.25 102 8 0.16 112 104 10 0.17 112

4 20 74 82 0.25 82 0 0.14 64 80 -2 0.14 64

5 33 48 66 0.28 53 -13 0.16 39 53 -13 0.16 39

6 5 84 86 0.7 89 3 0.58 250 90 4 0.56 250

7 10 64 67 0.74 64 -3 0.52 112 80 13 0.5 112

8 20 55 68 0.7 67 -1 0.42 64 63 -5 0.44 64

9 40 37 56 0.81 44 -12 0.42 50 53 -3 0.44 50

10 67 20 40 1.13 23 -17 0.47 25 33 -7 0.48 25

11 5 59 60 2.69 60 0 2.08 250 60 0 2 250

12 10 51 56 1.55 58 2 1.56 112 56 0 1.48 112

13 30 36 46 1.64 44 -2 1.09 48 44 -2 1.11 48

14 60 26 42 2.11 30 -12 1.14 72 37 -5 1.09 72

15 100 18 34 3.19 20 -14 1.41 20 40 6 1.38 20

16 5 47 47 6.22 48 1 4.88 250 48 1 5.08 250

17 10 39 41 4.83 41 0 3.67 112 41 0 3.72 112

18 40 28 40 4.58 35 -5 2.55 50 40 0 2.55 50

19 80 18 28 5.83 24 -4 2.83 64 35 7 2.8 64

20 133 13 28 7.59 18 -10 3.36 83 28 0 3.42 83

21 5 40 40 11.59 40 0 8.14 250 40 0 8.38 250

22 10 38 44 9.5 43 -1 7.17 112 44 0 7.09 112

23 50 22 30 9.33 26 -4 5.36 40 32 2 5.08 40

24 100 15 26 11.02 19 -7 5.55 20 33 7 5.52 20

25 167 11 22 14.5 15 -7 6.56 10 28 6 6.61 10

26 5 38 38 18.64 39 1 15.49 250 40 2 15.14 250

27 10 32 33 17.14 32 -1 12.91 112 34 1 12.66 112

28 60 18 26 15.25 22 -4 8.67 72 26 0 8.78 72

29 120 13 23 18.03 17 -6 9.19 56 23 0 9.3 56

30 200 9 20 21.61 13 -7 10.7 10 29 9 10.44 10

31 5 30 30 26.24 32 2 19.91 250 31 1 19.49 250

32 10 29 33 23.03 30 -3 18.61 112 33 0 19.03 112

33 70 15 22 23.42 20 -2 14.05 48 23 1 13.53 48

34 140 11 22 27.06 15 -7 15.09 34 26 4 14.78 34

35 5 30 30 37.73 31 1 29.94 250 31 1 31.83 250

36 10 27 31 33.02 29 -2 25.33 112 42 11 27.19 112

37 80 15 22 32.38 20 -2 19.52 64 24 2 19.2 64

38 5 29 30 48.94 29 -1 42.03 250 40 10 39.52 250

39 10 23 25 44.72 26 1 34.95 112 74 49 34.36 112

40 90 13 20 42.61 18 -2 25.47 32 21 1 26.03 32



表 8 空間計算量を線形化したプログラムでの実験結果

basic even-max1000 even-max500

No. p exact best time(s) best diff. time(s) prop. best diff. time(s) prop.

1 5 127 127 13.84 127 0 13.30 0.96 128 1 6.58 0.48

2 10 98 104 8.33 102 -2 8.34 1 105 1 4.25 0.51

3 10 93 95 7.68 96 1 7.91 1.03 109 14 3.72 0.48

4 20 74 82 4.09 84 2 4.63 1.13 80 -2 2.28 0.56

5 33 48 69 2.70 53 -16 3.84 1.42 48 -21 2.11 0.78

6 5 84 91 80.36 89 -2 79.05 0.98 92 1 39.49 0.49

7 10 64 67 59.22 73 6 64.66 1.09 69 2 31.52 0.53

8 20 55 68 23.92 67 -1 32.56 1.36 57 -11 15.33 0.64

9 40 37 55 11.53 41 -14 15.95 1.38 43 -12 8.67 0.75

10 67 20 35 8.56 25 -10 16.91 1.97 26 -9 6.88 0.80

11 5 59 60 451.64 60 0 327.91 0.73 60 0 166.48 0.37

12 10 51 59 117.37 56 -3 137.83 1.17 59 0 68.33 0.58

13 30 36 45 50.19 44 -1 74.84 1.49 43 -2 34.64 0.69

14 60 26 45 22.16 32 -13 33.38 1.51 33 -12 16.91 0.76

15 100 18 35 15.97 21 -14 26.19 1.64 24 -11 16.97 1.06

16 5 47 48 744.58 49 1 703.69 0.95 49 1 339.38 0.46

17 10 39 42 282.70 44 2 285.09 1.01 43 1 145.53 0.51

18 40 28 38 64.73 34 -4 95.53 1.48 36 -2 51.44 0.79

19 80 18 28 37.44 23 -5 61.63 1.65 23 -5 27.13 0.72

20 133 13 29 25.70 17 -12 48.74 1.9 17 -12 19.00 0.74

21 5 40 41 1222.48 41 0 1146.19 0.94 41 0 522.30 0.43

22 10 38 44 473.23 41 -3 636.53 1.35 41 -3 300.11 0.63

23 50 22 29 98.58 29 0 184.91 1.88 31 2 104.50 1.06

24 100 15 25 58.89 20 -5 99.52 1.69 19 -6 54.52 0.93

25 167 11 22 46.47 15 -7 95.42 2.05 15 -7 66.72 1.44

26 5 38 40 2258.63 40 0 2737.45 1.21 39 -1 1330.84 0.59

27 10 32 35 1231.67 34 -1 1781.70 1.45 34 -1 951.74 0.77

28 60 18 26 140.70 22 -4 271.86 1.93 22 -4 137.81 0.98

29 120 13 25 88.61 18 -7 148.22 1.67 19 -6 81.06 0.91

30 200 9 24 68.80 14 -10 90.78 1.32 12 -12 53.02 0.77

31 5 30 31 3106.58 32 1 2831.44 0.91 31 0 1416.02 0.46

32 10 29 33 1260.19 31 -2 2494.38 1.98 31 -2 1059.98 0.84

33 70 15 21 206.81 20 -1 300.97 1.46 19 -2 140.98 0.68

34 140 11 23 139.66 15 -8 212.50 1.52 16 -7 85.80 0.61

35 5 30 31 4760.69 31 0 4703.69 0.99 30 -1 2363.81 0.50

36 10 27 32 1657.61 30 -2 2558.49 1.54 28 -4 1216.64 0.73

37 80 15 22 246.00 19 -3 358.56 1.46 20 -2 198.44 0.81

38 5 29 31 6608.07 29 -2 10300.00 1.56 31 0 3746.59 0.57

39 10 23 26 2803.25 25 -1 5335.88 1.9 26 0 3172.70 1.13

40 90 13 20 317.15 17 -3 454.86 1.43 17 -3 211.61 0.67



表 8は，空間計算量を線形化したプログラムによる実験結果である．表中の “even-max1000”は均等最大

型でマルチスタート回数を 1000としたときの結果である．表中の “prop.”の列はすべて乱数で初期母点選ん

だ “basic”の計算時間に対して，均等最大型は何倍の計算時間を要したかを表している．多くのデータにおい

て計算時間が増加しており，最も増えたもので約 2倍の計算時間を要している．pが小さいとき各部分ネット

ワークの頂点数は pが大きいときのそれと比較して平均的に多くなる．部分ネットワークの頂点数が多くなる

と 1ノードセンターを求めるのに要する時間が大きくなることが，計算時間の増加の原因であろう（1ノード

センターを求める際の時間計算量は O(mn + n2 log n)である）．万を超える頂点数のネットワークに対して解

を得たいとき，これは大きな問題となる可能性がある．また，“even-max500”は均等最大型でマルチスター

ト回数を 500としたときとマルチスタート回数 1000回のすべてにおいて乱数で初期母点を選んだものとを比

較したものである．やはり各方法で必要とする乱数の数と時期が異なるため単純には比較できないが，総ス

タート回数が半分になっているにもかかわらず，多くのデータで均等最大型の方が良い結果となった．今後は

特に pが大きいときのマルチスタートをどのように配分すべきかを考える必要がある．

5 まとめ

本稿では，ネットワークボロノイ図を利用した pノードセンター問題の近似解法を提案した．pノードセン

ターが得られた状況でこれらを母点とするネットワークボロノイ図を考える．pノードセンター問題の中で最

遠距離を持つ施設は，自身を母点とする部分ネットワークにおいて，1ノードセンターになっていることに注

目した．提案する手法は，ネットワークボロノイ図の計算と 1ノードセンターの計算とを反復するという単純

なものであるが，マルチスタートと組み合わせることで十分に強力なものとなった．我々の手法は，以下のよ

うな 2つの特徴を持っている．1つは厳密解となる入力が必ず存在することであり，2つ目は，反復ごとに得

られる解は，1回前と等しい，もしくはより良い解を得ることができることである．

また，ネットワークボロノイ図によって作成される各母点の頂点集合に基づき部分ネットワークを作成する

ことで，空間計算量の線形化を試みた．既存の多くの解法が距離行列を与えられるもしくはあらかじめ計算す

ることを前提としている．これに対して，我々の解法の基本的な考え方は必要とするたびに距離を計算すると

いうものであるが，ネットワークボロノイ図による分割を利用することで効率良く計算を行っている．

いくつかの種類のネットワークに対する計算機実験から，頂点間の距離に等距離のものをあまり含まない

ネットワークでは，マルチスタートを行うことで多くの場合に厳密解を得られることがわかった．また，頂点

数に対して pの値が小さいときに，より良い解を得やすい結果となった．実際の数万個の頂点からなるネット

ワークに対しても，現実的な時間で近似解を得ることができた．

また，マルチスタートについても，単にすべて乱数で行うだけでなく，我々の手法の反復ごとに必ず解が等

しいもしくは良くなるという性質を利用して，(i − 1)ノードセンター問題の近似解を利用して iノードセン

ター問題の近似解を求めるという改良を試みた．

今後の課題としては，さらなるマルチスタートの改良や，提案手法を p絶対センター問題 [3, 14, 15]に拡

張することを挙げることができる．また，他のネットワークに対するさらなる計算機実験を行うことなどが

ある．
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