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1 はじめに

私はスポーツの試合を観戦することに大変興味がある．
スポーツの多くは 2人や 2チームが対戦し，「勝ち」，「負
け」が存在する「勝負」であり，一般的には勝つ確率が高
い者やチームが強いと評価される．しかし，実際は，勝
つ確率の高い者が勝つ確率の低い者に必ず勝つとは限ら
ない．勝つ確率の高い者が勝つ確率の低い者に負けるこ
ともある．これは勝負の醍醐味でもある．Bradley-Terry

モデルとはそういった勝負における対象の「強さ」を決
めることができる．私は Bradley-Terryモデルに興味を
持ち，Bradley-Terryモデルに関する研究をすることに決
めた．
本研究では引き分けを考慮したモデルにおいて，対象
のデータに対してモデルが成立しているかどうかの検証
を行い，その検証の流れを確立することを目的とする．

2 先行研究

まず，検証の流れの作成に関わる 2つの先行研究につ
いて説明する．松田 [3]では，「勝ち」と「負け」のみから
対象の「強さ」を推定していた Bradley-Terryモデルに
「引き分け」も考慮するモデルへと改良した．今井・松田
[2]では，その引き分けを考慮したモデルのRのプログラ
ムを作成し，性能評価を行った．本研究においてもその
プログラムを用いて，対象の強さやパラメータの値を求
める．
また，Bradley-Terryモデルを用いた研究としては平手

[1]と坂巻 [5]が挙げられる．これらの研究は対象に対し
て区分でまとめることを用いた研究である．平手 [1]は改
良前のモデル，坂巻 [5]は改良後のモデルを用いて分析を
している．
引き分けを考慮していない元の Bradley-Terryモデル
においては対象のデータに対してモデルが成立している
かどうかの検証が行われている．（竹内・藤野 [6]参照）
しかし，前述した検証の流れの作成に関わる 2つの先行
研究においてはその検証が行われていない．そこで，本
研究においては「引き分けを考慮した Bradley-Terryモ
デル」について，対象のデータに対してモデルが成立し
ているかどうかの検証を行う．その検証には勝ちと負け
のみの元のモデルにおける検証を尤度比検定で行ってい
る竹内・藤野 [6]を参考にして，尤度比検定で行う．
また，先行研究ではサッカーのデータを用いていたが，
本研究においては野球のデータを用いる．

3 Bradley-Terryモデル

本節では竹内・藤野 [6]に基づく Bradley-Terryモデル
と松田 [3]に基づく引き分けを考慮したBradley-Terryモ
デルがどのようなモデルであるかを説明する．

3.1 「勝ち」と「負け」のみのBradley-Terryモデル

m チームの間で何度か試合を行うとする．そのとき，
チーム iがチーム j に勝つ確率を以下のように表す．

pij (i ̸= j; i，j = 1，2，· · ·，m)

引き分けはないものとする．このとき，以下の式が成り
立つ．

pij + pji = 1 (i ̸= j)

そして，各チームに対してm個の量 π1, π2, · · · , πmが存
在するとし，すべての i，jの組み合わせに対して，以下
のように pij を想定する。

pij =
πi

πi + πj
(i ̸= j) (1)

このとき，πiはチーム iの「強さ」と解釈できる．（竹内・
藤野 [6]参照）

3.2 「引き分け」を考慮したBradley-Terryモデル

m チームの間で何度か試合を行うとする．そのとき，
チーム iがチーム j に勝つ確率，負ける確率，引き分け
る確率をそれぞれ，pij，qij，rij とする．このとき，以
下のような式が成り立つ．

pij + qij + rij = 1，pij = qji，rij = rji

「勝ち」と「負け」のみのBradley-Terryモデルの場合
と同様に，各チームの強さを πiとして，以下のように pij
を表す．

pij =
πi

πi + πj
· (1− rij)

ここで，「引き分け」については次の式のように 2つの
パラメータに依存するモデルと考える．

rij = α− β

(
πi − πj

πi + πj

)2

この式の解釈としては，対象の 2つのチームが引き分け
る確率は 2つのチームの強さに依存して決まると考える．
（松田 [3]参照）

4 「三すくみ」とモデルの意味

ここでは，まず，「三すくみ」と呼ばれる状態を説明す
る．（竹内・藤野 [6]参照）それを踏まえた上で，モデルの
意味について，引き分けを考慮していない元のモデルの
場合で深く説明する．（竹内・藤野 [6]参照）



4.1 「三すくみ」とは

まず，pij の前提条件について説明する．対戦結果から
「強さ」を求めることを考える前に，確率から「強さ」を
一義的に定められることが必要であるが，これについて
説明をする．例えば，チーム 1，チーム 2，チーム 3につ
いて，それぞれの確率 p12，p13，p21，p23，p31，p32が以
下のようなときを考える．

p12 <
1

2
< p21，p23 <

1

2
< p32，p31 <

1

2
< p13

このとき，チーム 2がチーム 1より強く，チーム 3が
チーム 2より強く，チーム 1がチーム 3より強い．この
状況では 3つのチームの強さの順序が簡単に決められな
い．この状況を「三すくみ」の状態と呼ぶ．

4.2 モデルの意味

まず，チーム iとチーム jの「勝負」を決めるのに，直
接対決ではなく，別のチーム kとの対戦結果で決めると
する．3つのチーム i，チーム j，チーム kの間に「カモ・
苦手」の関係がないとき，pij は以下のように表せる．

pij =
pikpkj

pikpkj + pkipjk

これは以下のように書き直せる．

pij
pji

=
pikpkj
pkipjk

(2)

式 (2)が成り立つとき，式 (1)を満たす π が存在するこ
とを示すことができる．そして，これは以下のように書
き直せる．

pijpjkpki = pjipikpkj

この式は「三すくみ」の状態が存在しないことを意味する．

5 尤度比検定による検証の流れ

本研究における本題である「検証」の流れを説明する．
ここで言う「検証」とは，対象のデータに対してBradley-

Terryモデルが成立しているかどうかを調べることを意
味する．
まず，竹内・藤野 [6]において行われた，引き分けを考
慮しない元の Bradley-Terryモデルにおける検証の流れ
を説明する．そこでは尤度比検定でその検証が行われて
いる．その後で，本研究において新たに考案した，引き
分けを考慮した Bradley-Terryモデルにおける検証の流
れを説明する．その考案に際しては竹内・藤野 [6]の元の
モデルの場合の検証を参考にした．引き分けを考慮した
モデルの場合も尤度比検定を用いて検証を行う．

5.1 引き分けを考慮しないBradley-Terryモデルにお
ける検証の流れ

竹内・藤野 [6]においては尤度比検定により検証が行わ
れた．その検証の流れを説明する前に，まず，モデルに関
する分布の設定から行い，尤度を求めて対数尤度を求め
るという流れを説明する．その後で，対数尤度の最大値

を，制約のある場合と制約のない場合のそれぞれで求め，
尤度比検定を行う．ここで言う「制約のある場合」，「制約
のない場合」は確率 pij に制約を付ける，つまり，式 (1)

または式 (2)の成立の制約を付ける帰無仮説の場合と，確
率 pij に何も制約を付けない場合を意味する．
mチームの間で何度か試合を行うとする．チーム iと
チーム jの対戦の試合数を nij（= nji）として，チーム i

のチーム jに対する勝数を以下のような確率変数で表す．

Xij (i ̸= j; i，j = 1，2，· · ·，m)

このとき，引き分けがないことから以下の式が成り立つ．

Xij +Xji = nij (i ̸= j)

ここで，Xij が 2項分布 B(nij，pij)に従うものとする
と以下のようになる．

Pr{Xij = xij} =
nij !

xij !xji!
p
xij

ij p
xji

ji (xij = 0，1，· · ·，nij)

ここで xji = nij − xij である．よって，それらの同時確
率は以下のようになる．

Pr{Xij = xij ; i ̸= j; i，j = 1，2，· · ·，m}

=
∏∏

i<j

(
nij !

xij !xji!
p
xij

ij p
xji

ji

)

制約のある場合の対数尤度の最大値を l1 とすると，最
尤推定量 π̂i を用いて以下のように表せる．

l1 =

m∑
i=1

Ti log π̂i −
∑∑

i<j

nij log(π̂i + π̂j) + const．

制約のない場合の対数尤度の最大値を l0 とすると，最
尤推定量 p̂ij =

Xij

nij
(i ̸= j)を用いて以下のように表せる．

l0 =
∑∑

i ̸=j

Xij logXij −
∑∑

i<j

nij log nij + const．

したがって，対数尤度比検定統計量が以下のように表
せる．

−2 log λ = 2(l0 − l1)

これは nij がすべて大きい場合に仮説が正しいとき，尤
度比検定の一般論から近似的に以下の自由度 ν の χ2 乗
分布に従う．

ν =
m(m− 1)

2
− (m− 1) =

(m− 1)(m− 2)

2

この検定の流れによって，対象のデータに対して
Bradley-Terry モデルが成立しているかどうかを調べる
ことができる．（竹内・藤野 [6]参照）

5.2 引き分けを考慮したBradley-Terryモデルにおけ
る検証の流れ

元のモデルの場合と同様に，まず初めに，モデルの分
布の設定から行い，尤度を求めて対数尤度を求めるとい



う流れを説明する．そして，対数尤度の最大値を，制約
のある帰無仮説の場合と制約のない場合のそれぞれで求
め，尤度比検定を行う．
チーム iとチーム jの対戦が nij 回行われたとする．そ
して，チーム iが勝つ回数の確率変数をXij，負ける回数
の確率変数を Yij，引き分ける回数の確率変数を Zij とす
る．このとき，それらは多項分布に従っていると考えら
れ，次のような確率分布が定まる．

Pr{Xij = xij，Yij = yij，Zij = zij ; 1 ≤ i < j ≤ m}

=
∏∏

i<j

nij !

xij !yij !zij !
p
xij

ij q
yij

ij r
zij
ij

（今井・松田 [2]参照）
この確率をLdとすると，引き分けを考慮したBradley-

Terryモデルの下では以下のようになる．

Ld =
∏∏

i<j

nij !

Xij !Yij !Zij !

(
πi

πi + πj

)Xij
(

πj

πi + πj

)Xji

·

(
1 + β

(
πi − πj

πi + πj

)2

− α

)Xij+Xji

·

(
α− β

(
πi − πj

πi + πj

)2
)Zij

これに対して，両辺の対数を取り ldとおくと，以下の
ようになる．計算で変化しない定数項を const．とおく．

ld = logLd

= const．+
m∑
i=1

Ti log πi

−
∑∑

i<j

(nij − Zij) log(πi + πj)

+
∑∑

i<j

(nij − Zij) log

(
1 + β

(
πi − πj

πi + πj

)2

− α

)

+
∑∑

i<j

Zij log

(
α− β

(
πi − πj

πi + πj

)2
)

ただし，Ti はチーム iの勝数の合計であり，以下で表
わされる．

Ti =
∑
j ̸=i

Xij

（松田 [3]参照）
制約のある場合の対数尤度の最大値を ld1とすると，最
尤推定量 π̂，α̂，β̂ を用いて以下のように表せる．

ld1 = const+
m∑
i=1

Ti log π̂i

−
∑∑

i<j

(nij − Zij) log(π̂i + π̂j)

+
∑∑

i<j

(nij − Zij) log

(
1 + β̂

(
π̂i − π̂j

π̂i + π̂j

)2

− α̂

)

+
∑∑

i<j

Zij log

(
α̂− β̂

(
π̂i − π̂j

π̂i + π̂j

)2
)

表 1 解析結果 3

球団名 強さ
オリックス 55.83

千葉ロッテ 58.97

楽天 51.68

ソフトバンク 51.33

日本ハム 42.72

西武 39.44

制約のない場合の対数尤度の最大値 ld0とすると，最尤推
定量 p̂ij =

Xij

nij
(i ̸= j)，̂qij =

Yij

nij
(i ̸= j)，̂rij =

Zij

nij
(i ̸= j)

を用いて以下のように表せる．

ld0 = const．+
∑∑

i<j

Xij logXij +
∑∑

i<j

Yij log Yij

+
∑∑

i<j

Zij logZij −
∑∑

i<j

nij log nij

したがって，対数尤度比検定統計量が以下のように表
せる．

−2 log λ = 2(ld0 − ld1)

これは nij がすべて大きい場合に仮説が正しいとき，尤
度比検定の一般論から近似的に以下の自由度 ν の χ2 乗
分布に従う．

ν = m(m− 1)− {(m− 1) + 2} = (m− 1)2 − 2

この検定の流れによって，対象のデータに対して引き
分けを考慮した Bradley-Terryモデルが成立しているか
どうかを調べることができる．

6 データ解析

作成した引き分けを考慮した Bradley-Terryモデルの
検証の流れに，実際のデータを用いる．まず，検証の流
れについて各数値を求められるプログラムを作成し，実
際のデータを用いて検証を行う．ただし，Bradley-Terry

モデルによる強さや α，β の値を出すのには今井・松田
[2]で作成されたプログラムを利用する．データには一般
社団法人日本野球機構 [4]から 2021年度のパ・リーグの
勝敗記録のデータを使用する．ただし，交流戦のデータ
を含まない．

7 解析の結果

まず，データに対して今井・松田 [2] で作成された
Bradley-Terryモデルのプログラムを用いると，表 1，2

に示すような結果となった．表 1は各球団の強さをその
年度の順位の順番に示したものであり，表 2は αと βの
値を示したものである．
表 1を見ると，各球団の強さはおおよそ順位の順番の
通りに並んだことが分かる．ただし，順位の順番とは異
なる結果となる箇所もあった．それは，1位のオリック
ス・バッファローズと 2位の千葉ロッテマリーンズであ



表 2 解析結果 4

α β

0.133 −0.004

る．強さの値が順位の順番とは異なり逆転している．αと
β の値は αの値が正，β の値が負となった．
これらの値も用いて本研究で作成した検証の流れにデー
タを適用していく．プログラムを用いた結果は式で表す
と以下のように求まった．（小数点以下第 2位までを表示．）

−2 log λ = 2(ld0 − ld1)

= 2{(−360.22)− (−370.57)}
= 20.70

また，これはモデルが正しいならば以下の自由度 νの χ2

乗分布に従う．

ν = (6− 1)2 − 2 = 23

ここで，自由度 23の χ2 乗分布の上側 5％点は 35.17

である．よって，検定の結果としては「帰無仮説は棄却
されない」となる．この検証の検定における帰無仮説は
「対象のデータに対して，モデルが成立していること」で
あるから，検証結果としては，データに対してモデルが
成立しているとなる．よって，今回の検証では対象デー
タに対してモデルが成立していることが得られた．

8 まとめ

まず，Bradley-Terryモデルについて，引き分けを考慮
したモデルの場合における検証の流れを作成することが
できた．これを利用することで，対象のデータに対して，
モデルが成立しているかどうかを調べることができる．
そして，本研究で作成した，引き分けを考慮した

Bradley-Terry モデルの検証の流れに実際のデータを適
用することができた．検証の流れの作成に加えて，その
検証の流れに実際のデータを適用したとき，どのように
検証されて検証結果が得られるかを実際の数値を使って
確認することができた．本研究で作成されたプログラム
を用いることで対数尤度比検定量を求めることができ，容
易に，対象のデータに対してモデルが成立しているかど
うかを調べることができる．

9 考察

考察することが 2つある．
1つ目は，作成した検証の流れへの実際のデータの適用
において使用したデータについてである．作成した検証
の流れへのデータの適用には 2021年度のパ・リーグの勝
敗記録のデータを用いて分析した．
セ・パ両リーグのデータではなく，パ・リーグのみの
データを用いたのには理由がある．セ・リーグの勝敗記録
のデータには引き分けに 0を含んでいたからである．勝
敗記録のデータに 0が含まれると，検証の流れの尤度比
検定を行う際に検定量を算出することができない．つま

り，この検証の流れを行うには勝敗記録のデータに 0が含
まれないことが必要である．この問題については解決す
る必要があるが，本研究では課題として残す形となった．
2つ目は，本研究で作成した検証の流れにおける，考え
られる問題点についてである．
今回の検証においては棄却されないという結果になっ
たが，もし，棄却された場合，どのような要因で棄却さ
れたのかが 1つに決まらないという点である．引き分け
を考慮しない元の Bradley-Terryモデルの場合は棄却さ
れないとき，「三すくみ」の状態が存在することが要因と
して挙げられる．しかし，引き分けを考慮したモデルの
場合はその要因で棄却されることに加えて，引き分けに
関することで棄却されていることが考えられる．
これは今回の実際のデータを用いた解析においては問
題とはならなかったが，他のデータを用いて棄却された
場合に考えられる問題点として挙げられる．この問題に
ついては「三すくみ」の状態の存在の確認や，対象のデー
タから引き分けを除いて，引き分けを考慮しないモデル
で考えて，検証を行い，その検証結果から「三すくみ」の
存在から棄却されたかどうかを確かめるといった方法が
考えられる．

10 おわりに

本研究により，引き分けを考慮した Bradley-Terry モ
デルを用いて分析するときに，対象データに対してモデ
ルが成立しているかどうかを調べることができるように
なった．
そして，多くのスポーツにおいて「引き分け」が存在
することから今井・松田 [2]で改良された引き分けを考慮
したモデルは汎用性を広げたと考えられる．
この引き分けを考慮したモデルを利用する際には是非，
本研究で作成された検証の流れを用いて，対象データに
対してモデルが成立しているかどうかを調べて欲しい．

参考文献

[1] 平手良典：サッカーにおける Bradley-Terryモデルの
適用法の研究．南山大学大学院数理情報研究科修士論
文，2013．

[2] 今井寛・松田眞一：引き分けを考慮した BTモデルの
性能評価．南山大学紀要『アカデミア』理工学編，3，
35-45，2003．

[3] 松田眞一：Bradley-Terryモデルの改良．南山大学紀
要『アカデミア』理工学編，2，1-7，2002．

[4] （一般社団法人）日本野球機構：NPB.jp 日本野球機
構，https://npb.jp/ ，2022年 9月閲覧．

[5] 坂巻翔太：引き分けを考慮した Bradley-Terryモデル
の適用法の研究．南山大学大学院数理情報研究科修士
論文，2014．

[6] 竹内啓・藤野和建：応用統計数学シリーズ『スポーツ
の数理科学　もっと楽しむための数字の読み方』．共
立出版，1988．


