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1 はじめに
古典命題論理 CLでは，m個の命題変数 p1, · · · , pm か

ら構成される任意の論理式 P に対して，P と同値な主和

積標準形の論理式 Q が存在し，P を偽とする付値関数を

すべて求めることにより，この Qを求めることができる．

佐々木 [3],[4]は正規様相論理K4を含む正規様相論理にお

いて，CLの主和積標準形に対応する標準形と CLの付値

関数に対応するイグザクトモデルを構成した．本研究の目

的は，佐々木の方法を用いて，正規様相論理K5において

も，CL の主和積標準形に対応する標準形と，CLの付値

関数に対応するイグザクトモデルを構成することである．

とくに，命題変数の個数が 1と 2の場合の標準形とイグザ

クトモデルを具体的に記述する．

本稿では，まず，2 節で，佐々木 [5] と小野 [2] にした

がって，K5を導入し，イグザクトモデルのもとになるク

リプキによるセマンティクスを導入する．3 節で，K5 の

標準形とイグザクトモデルを定義し，目的の定理を紹介す

る．4節で 1変数の場合の標準形と 2変数の場合の標準形

を具体的にあげる．

2 体系K5
この節では，[2],[5] にしたがって，様相論理の体系 K5

およびそのクリプキによるセマンティクスを導入する．そ

のために，まず，論理式とシークエントを導入する．

論理式は，⊥（矛盾）と命題変数から論理結合子 ∧（論理
積）, ∨（論理和）, ⊃（含意）, 2（必然）を用いて定義さ

れる．命題変数を表すのに p, q, p1, p2, · · · を，論理式を表
すのに P,Q,R, P1, P2, · · · を用いる．¬P と P ≡ Q はそ

れぞれ P ⊃ ⊥と (P ⊃ Q) ∧ (Q ⊃ P )の省略形として用い

る．また，論理式の有限集合を表すのに Γ,∆,Γ1,Γ2, · · ·
を用いる．2つの集合 {2P |P ∈ Γ}，{2P |2P ∈ Γ}をそ
れぞれ 2Γ，Γ2 と表す．p1, · · · , pm 以外の命題変数が現
れない論理式の集合を Fm と表す．論理式 P の深さ d(P )

は次のように定義される．

d(pi) = d(⊥) = 0,

d(P ∧Q) = d(P ∨Q) = d(P ⊃ Q) = max{d(P ), d(Q)},
d(2P ) = d(Q) + 1

表現

Γ → ∆

をシークエントという．Γをこのシークエントの左辺，∆

を右辺という．

シークエントの左辺が「使える性質の集合」を，右辺の

要素を ∨でつないだ論理式が導きたい性質を，それぞれ表
現している．シークエント

{P1, · · · , Pm}∪Γ1∪· · ·∪Γk → ∆1∪· · ·∪∆ℓ∪{Q1, · · · , Qn}

を

P1, · · · , Pm,Γ1, · · · ,Γk → ∆1, · · · ,∆ℓ, Q1, · · · , Qn

と表現してもよいことにする．シークエントを表すのに，

X,Y, Z,X1, X2, · · · を用いる．シークエント Γ → ∆に対

して，ant(Γ → ∆) と suc(Γ → ∆) をそれぞれ以下のよ

うに定義する．

ant(Γ → ∆) = Γ, suc(Γ → ∆) = ∆

また，シークエント X とシークエントの集合 S に対し

て，for(X)と for(S)を以下のように定義する．

for(X) =

{∧
ant(X) ⊃

∨
suc(X) ant(X) ̸= ∅のとき∨

suc(X) ant(X) = ∅のとき

for(S) = {for(X) | X ∈ S}.

次に，様相論理の体系 K と体系 K5 を導入する．その

ために，まず，古典論理のシークエント体系 LKを導入す

る．体系 LK は G. Gentzen が導入した体系に ⊥ の扱い
を追加したものであり，次の LK の公理と LK の推論規

則から定義される．

LKの公理：
P → P ⊥ →

LKの推論規則：論理記号に関する規則と構造に関する推

論規則がある．その例を以下に示す．

LKの論理記号に関する推論規則の例
P,Γ → ∆, Q

Γ → ∆, P ⊃ Q
(⊃右)

LKの構造に関する推論規則の例
Γ1 → ∆1, P P,Γ2 → ∆2

Γ1,Γ2 → ∆1,∆2
(cut)

次に，様相論理の体系Kと体系K5を導入する．

定義 2.1

(1)体系Kは， LKに次の推論規則を加えて定義する．

Kの推論規則
Γ → P

2Γ → 2P
(2)

(2)体系K5は， LKに次の推論規則を加えて定義する．

K5の推論規則

Γ → 2∆, P

2Γ → 2∆,2P
(2−K5)
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X が体系 L で証明可能であることを ⊢L X と表す．と

くに，⊢L→ P のとき，P も Lで証明可能であるといい，

⊢L P と表す．また，⊢L P ≡ Qであることを P ≡L Qと

表す．⊢LK と ≡LK は，それぞれ ⊢CL と ≡CL とも表す．

例 2.2

(1) for(p1, p2 →) = p1 ∧ p2 ⊃ ⊥ ≡CL ¬p1 ∨ ¬p2
(2) for(p1 → p2) = p1 ⊃ p2 ≡CL ¬p1 ∨ p2

(3) for(p2 → p1) = p2 ⊃ p1 ≡CL p1 ∨ ¬p2
(4) for(→ p1, p2) = p1 ∨ p2

次に，[5]にしたがって，クリプキによる様相論理のセマ

ンティクスを与え，体系K5の完全性を紹介する．

定義 2.3 空でない集合 W と W 上の二項関係 R の対

⟨W,R⟩をクリプキ・フレームという．

定義 2.4 ⟨W,R⟩ をクリプキ・フレームとする．W の要

素と論理式の間の二項関係 ⊨が次の 5条件を満たすとき，

⟨W,R,⊨⟩をクリプキ・モデルといい，⊨を付値という．
(1) a ⊭ ⊥
(2) a ⊨ P ∧Q ⇔ a ⊨ P かつ a ⊨ Q

(3) a ⊨ P ∨Q ⇔ a ⊨ P または a ⊨ Q

(4) a ⊨ P ⊃ Q ⇔ a ⊨ P でないか，または a ⊨ Q

(5) a ⊨ 2P ⇔ aRbとなるすべての bに対し b ⊨ P

a ⊨ P であるとき，「aで P は真である」という．「a ⊨ P

でない」ことは a ⊭ P と表す．

定義 2.5 クリプキ・フレーム ⟨W,R⟩上の任意の付値 ⊨と
W の任意の要素 aに対し a ⊨ P となるとき，P は ⟨W,R⟩
で恒真であるという．クリプキ・モデル ⟨W,R,⊨⟩におい
て，ある b(∈ W ) に対し b ⊭ P となるとき，⟨W,R,⊨⟩
で P は偽であるという．またある付値 ⊨ に対し，P が

⟨W,R,⊨⟩ で偽であるとき，P は ⟨W,R⟩ で偽であるとい
う．

次に，体系K5の完全性を紹介する．この完全性は例え

ば，[2]と [5]を参照できる．

定義 2.6 クリプキ・フレーム ⟨W,R⟩は，aRbかつ aRcな

らば bRcを満たすとき，ユークリッド的であるという．

定理 2.7 （完全性）

⊢K5 X ⇔ 任意のユークリッド的なクリプキ・フレームで

for(X)は恒真

3 K5の標準形とイグザクトモデル
この節では，K5の標準形とイグザクトモデルを導入し，

目的の定理を紹介する．CL との対応を明確にするため

に，最初にCLの主和積標準形と付値関数の性質を述べて

おく．そして，CLの主和積標準形に対するK5の標準形

と，CLの付値関数に対するK5のイグザクトモデルにつ

いて述べる．最後に，目的の定理を紹介する．

最初に，CLの主和積標準形と付値関数に関して，[2]な

どで紹介されている性質を示す．

定義 3.1 集合

{Γ → ∆ | Γ ∩∆ = {},Γ ∪∆ = {p1, · · · , pm}}
の要素を CLの基本和という．Σが基本和の集合のとき，∧
for(Σ)を主和積標準形という．

例 3.2 m = 2のとき，基本和は，

p1, p2 →
p1 → p2

p2 → p1

→ p1, p2

の 4つである．

ふつうは，これらに対応する例 2.2の論理式を基本和と

よぶことが多いが，本稿では，矢印とカンマのみで表現で

きるように，定義 3.1のように基本和を定義する．

補助定理 3.3 深さ 0の論理式 P ∈ Fm に対して，基本和

のある集合 S が存在して，

P ≡CL

∧
for(S)

である．

定義 3.4 深さ 0 の論理式全体の集合から真理値の集合

{t,f} への関数 v は，次の 4 条件を満たすとき，付値関数

という．

(1) v(⊥) =f

(2) v(P ∧Q) = t ⇔ v(P ) = v(Q) =t

(3) v(P ∨Q) = t ⇔ v(P ) = tまたは v(Q) =t

(4) v(P → Q) = t ⇔ v(P ) = fまたは v(Q) =t

定義 3.5 基本和 X に対する付値関数 vX を次のように

定義する．
vX(pi) = t ⇔ pi ∈ ant(X)

補助定理 3.6

(1) 2つの基本和 X,Y に対して，vX(Y ) = f ⇔ X = Y

(2) 深さ 0の P ∈ Fm に対して，⊬CL P ならば，ある基本

和 X が存在して，vX(P ) = f

(3) 深さ 0の P ∈ Fm に対して，

P ≡CL

∧
vX(P )=f,X は基本和

for(X)

例 3.7 m = 2 のとき，例 3.2 の 4 つの基本和 X に対す

る vX とその vX に対する for(X)の真理値は表 1のとお
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りである．ただし，P1, P2, P3, P4 はそれぞれ，例 2.2 の

(1),(2),(3),(4) の論理式である．表 1 より，補助定理 3.3

を確認できる．

表 1 m = 2の場合の vX と for(X)

p1 p2 P1 P2 P3 P4

vp1,p2→ t t f t t t

vp1→p2 t f t f t t

vp2→p1 f t t t f t

v→p1,p2 f f t t t f

例 3.8 m = 2 のとき．補助定理 3.6(3) と表 2 より次が

成り立つ．

p1 ≡CL for(p2 → p1) ∧ for(→ p1, p2)

≡CL (p1 ∨ ¬p2) ∧ (p1 ∨ p2)

¬(p1 ∧ ¬p2) ≡CL for(p1 → p2) ≡CL ¬p1 ∨ p2

表 2 P1 と ¬(p1 ∧ ¬p2)の真理値表

p1 p2 ¬(p1 ∧ ¬p2)
vp1,p2→ t t t

vp1→p2 t f f

vp2→p1 f t t

v→p1,p2 f f t

次に，CL の基本和と主和積標準形に対応する K5 の

基本和と標準形を定義する．具体的には，以下で定義する

EDm(n)に対して，EDm(2)の要素がその基本和である．

その定義の方法は，佐々木 [3] の方法を単純化したもので

ある．K5の標準形はこの基本和を用いて定義される．

定義 3.9 シークエントの集合 EDm(n) を次のように定

義する．

・EDm(0) = {Γ → ∆ | Γ∩∆ = ∅,Γ∪∆ = {p1, · · · , pm}}
・Dm(k + 1) = {n(X,S) | X ∈ EDm(k), S ⊆ EDm(k)},
・EDm(k + 1) = {X ∈ Dm(k + 1) |̸⊢K5 X}
ただし，n(X,S)は次のシークエントである．

2for(EDm(k)\S),ant(X) → suc(X),2for(S)

EDm(0)は，定義 3.1で与えられたCLの基本和を全部

集めた集合である．

定義 3.10 EDm(2) の要素を K5 の基本和という．

EDm(2)のある部分集合 Σに対して，∧
for(Σ)

をK5の標準形という．

定義 3.11 X ∈ EDm(n + 1) に対して，ある Y ∈
EDm(n)とある S ⊆ EDm(n)が存在して，

X = n(Y, S)

を満たす．この Y を p(X)，S を SX と表すことにする．

次に，イグザクトモデルを定義しその性質を示す．イグ

ザクトモデルは，CLの付値関数に対応するクリプキ・モ

デルである．

定義 3.12 イグザクトモデル EMm を次のように定義す

る．

　 EMm = ⟨EDm(2), R,⊨⟩，
ただし，

　 R = {(X,Y ) | p(Y ) ∈ SX , (suc(X))2 ⊆ (suc(Y ))2}，
　 X ⊨ p ⇔ p ∈ ant(X)

である．

このイグザクトモデルは次を満たす．

定理 3.13

(1) EMm はユークリッド的である．

(2) X,Y ∈ EDm(2)に対して，X ⊭ for(Y ) ⇔ X = Y

(3) 任意の P ∈ Fm に対して ⊬K5 P ならば，ある X ∈
EDm(2)が存在して，EMm において X ⊭ P である．

上の定理の (2),(3)が，それぞれ，補助定理 3.6の (1),(2)

に対応する．上の定理の (3) は (1) と補助定理 2.7（完全

性）から示される．Moss[1] も，標準形からできるクリプ

キ・モデルを定義しているが，そのクリプキ・モデルはユー

クリッド的ではない．上の定理に示すように，本研究のク

リプキ・モデルはユークリッド的である．

最後に，本研究の目的の定理を示す．この定理は補助定

理 3.3と補助定理 3.6(3)に対応する．

定理 3.14

(1) 任意の P ∈ Fm に対して，EDm(2) のある部分集合

S が存在して，
P ≡K5

∧
for(S).

(2)任意の P ∈ Fm が与えられたとき，EMm において，

P ≡K5

∧
X⊭P

for(X).

4 K5の基本和の具体例
この節では，EDm(n)(m = 1, 2, n = 1, 2) の要素を具

体的に挙げ，定理 3.14(2)を適用した例を示す．この節で

は，p1, p2 をそれぞれ p, q とおく．

まず，ED1(n) (n = 1, 2)の要素を具体的に挙げる．

定義 4.1 ED1(0)の要素を次のようにおく．

T = (p →)， F = (→ p)
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定義 4.2 D1(1)の要素を次のようにおく．

T1 = n(T, {})， F1 = n(F, {})，
T2 = n(T, {F})， F2 = n(F, {F})，
T3 = n(T, {T})， F3 = n(F, {T})，
T4 = n(T, {T, F})， F4 = n(F, {T, F})

定理 4.3 ED1(1) = D1(1)

定理 4.4 ED1(2) = {T1.1, T2.2, T2.4, T3.3, T3.4, T4.4,

F1.1, F2.2, F2.4, F3.3, F3.4, F4.4}，
ただし，

T1.1 = n(T1, {}), F1.1 = n(F1, {}),
T2.2 = n(T2, {F2}), F2.2 = n(F2, {F2}),
T2.4 = n(T2, {F4}), F2.4 = n(F2, {F4}),
T3.3 = n(T3, {T3}), F3.3 = n(F3, {T3}),
T3.4 = n(T3, {T4}), F3.4 = n(F3, {T4}),
T4.4 = n(T4, {T4, F4}), F4.4 = n(F4, {T4, F4})

である．

定理 3.14(2) の適用例を示すためにイグザクトモデル

EM1 を具体的に記述する．

系 4.5 EM1 は図 1のとおりである．ただし，図 1はク

リプキ・モデル ⟨W,R,⊨⟩を次の約束にしたがって表現し
た結果である．

・W の要素 αは，αRαであるとき ◦で，α�Rαであると

き •で表す．名前 αを ◦または •の近くに書く．

・ α, β ∈ W が αRβ かつ α ̸= β をみたすとき αを表す ◦
または •から，β を表す ◦または •へ矢印を書く．

𝑇1.1

𝐹1.1

p
𝑇2.2 𝐹2.2

𝐹3.3 𝑇3.3

p

p

𝑇4.4 𝐹4.4

𝑇3.4

𝐹3.4

p

p

𝑇2.4

𝐹2.4

p

図 1 EM1

例 4.6 定理 3.14(2)より，次が成り立つ．
p ≡K5 for(F1.1) ∧ for(F2.2) ∧ for(F2.4) ∧ for(F3.3)

∧for(F3.4) ∧ for(F4.4)

2p ≡K5 for(T2.2) ∧ for(F2.2) ∧ for(T2.4) ∧ for(F2.4)

∧for(T4.4) ∧ for(F4.4)

22p ≡K5 for(T2.2) ∧ for(F2.2) ∧ for(T2.4) ∧ for(F2.4)

∧for(T3.4) ∧ for(F3.4) ∧ for(T4.4) ∧ for(F4.4)

次に，ED2(n) (n = 1, 2)の要素を具体的に挙げる．

定義 4.7 ED2(0)の要素を次のようにおく．

TT = (p, q →), TF = (p → q),

FT = (q → p), FF = (→ p, q)

定理 4.8 ED2(1) = D2(1) であり，その要素は 64 個で

ある．

定義 4.9 D2(1)の要素を次のようにおく．

TTi = n(TT, Si)， TFi = n(TF, Si)，

FTi = n(FT, Si)， FFi = n(FF, Si)

ただし，i = 1, · · · , 16であり，
S1 = {}， S9 = {TT}，
S2 = {FF}， S10 = {TT, FF}，
S3 = {FT}， S11 = {TT, FT}，
S4 = {FT, FF}， S12 = {TT, FT, FF}，
S5 = {TF}， S13 = {TT, TF}，
S6 = {TF, FF}， S14 = {TT, TF, FF}，
S7 = {TF, FT}， S15 = {TT, TF, FT}，
S8 = {TF, FT, FF}， S16 = {TT, TF, FT, FF}

である．

定理 4.10 ED2(2)の要素は 264個である．とくに，

• n(TT1, S)の形のシークエントは 1個．

• n(TT2, S), n(TT3, S), n(TT5, S), n(TT9, S) の形の

シークエントはそれぞれ 8個，合計 32個．

• n(TT4, S), n(TT6, S), n(TT7, S), n(TT10, S),

n(TT11, S), n(TT13, S) の形のシークエントはそれぞ

れ 4個，合計 24個．

• n(TT8, S), n(TT12, S), n(TT14, S), n(TT15, S) の形

のシークエントはそれぞれ 2個，合計 8個．

• n(TT16, S)の形のシークエントはそれぞれ 1個．

• n(TTi, S)の形のシークエントは 66個．

である．n(TFi, S), n(FTi, S), n(FFi, S)の形の各 66個

のシークエントも同様である．
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