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中学校の幾何問題の発展的考察 

―「図形と相似」を中心として― 

M2020SS003 長瀬隼大 

指導教員: 佐々木克巳 

1 はじめに 

本研究の目的は，中学校の幾何問題を発展的に考

察し，その結果を学校教育に活かすことである．特に，

中点連結定理を用いた問題を対象とする． 

中点連結定理の考察は，加藤，杉山，熊倉[2]でも

考察されているが，本研究は，それらの研究とは，異な

る方向の考察をする．その発展的考察では，問題の一

般化や特殊化を行い，その結果から複数の類似問題

を作成する．一般化は，問題のある条件が成立しなか

った場合にどうなるか（問題の条件変え），逆命題は成

立するか，他の問題との共通点はないかを手がかりに

行う．具体的な条件変えは，点の位置を変える条件変

え，中点連結定理を適用する三角形の組み合わせ方

を変える条件変え，用いる性質(中点連結定理以外)を

別の性質に変える条件変えである．これらの条件変え

は，全ての場合が尽くされるように行う．そして，その特

殊な場合を考察することで複数の類似問題を作成す

る． 

本研究が対象とした問題は，[1],[5]などから抽出し

た 6 題の証明問題である．本稿では，そのうちの 2 題

について述べる．これらの考察では，複数の証明を比

較する必要があり，そのために正しいと認められた性

質と証明の表現を統一的に扱うことにする．本稿では，

次節でその内容を示し，3 節と 4 節では抽出した 2 題

の考察の一部を述べる．また，5 節ではその 2 題の共

通点に着目し，図形の位置関係からどのような性質が

導かれるかを考察する． 

 

2 認められた性質と証明の表現方法 

 この節では，本稿で認めている性質と，本研究にお

ける証明の表現方法を述べる．認めている性質は，次

の性質 2.1~2.6 である．どれも中学校の教科書([4]な

ど)で紹介されている性質である． 

 

性質 2.1. 2つの三角形は，次の少なくとも 1つの条件

を満たすとき，合同である． 

(i) 1組の辺とその両端の角がそれぞれ等しい 

(ii) 2組の辺とその間の角がそれぞれ等しい 

(iii) 3組の辺がそれぞれ等しい 

 

性質 2.2(中点連結定理). △ABC の 2 辺 AB，AC の

中点を，それぞれ，M，N とすると次が成り立つ． 

MN//BC，MN=BC/2 

 

性質 2.3. 合同な図形では，対応する線分の長さはそ

れぞれ等しく，対応する角の大きさもそれぞれ等しい． 

 

 

性質 2.4. △ABC において，AB=AC⇔∠B＝∠C で

ある． 

 

性質 2.5. 平行線の錯角は等しい．また，同位角も等し

い． 

 

性質 2.6. 三角形の内角の和は 180°である． 

 

本研究では，証明を，文を並べた表で表現する．表

の列は文番号，文，根拠で構成され，さらに，文番号

の列は，「P から Q が導かれた」のような導出関係を一

つの根拠として扱うために，その導出関係の証明に現

れる文番号の列を，別の列に記載する([3]参照)． 

 

3 具体例 1 

この節では，[5]から抽出した次の問題を考察する． 

 

問題 3.1[5]. AB>ACの△ABCにおいて，∠Aの二等

分線上の点を D とする．また，∠BAD=∠CAD＝35°

である．点 B から線分 AD に引いた垂線の足を E とし，

点 Cから線分 ADに引いた垂線の足を F とする．また， 

辺 BCの中点をM とする(図 3.1参照)． 

(1) AB//FMを証明せよ． 

(2) AC//MEを証明せよ． 

(3) ∠EMFの大きさを求めよ． 

証明(図 3.2参照)． 

    
図 3.1:問題 3.1の図 図 3.2：問題 3.1の証明の図 

 

1  △ABCにおいて， 

∠BAD=∠CAD＝ 35°，

BE ⊥ AD ， CF ⊥ AD ，

BM=CMである 

仮定 
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 2 G は，直線 AB と直線 CF

の交点 

H は，直線 AC と直線 BE

の交点 

仮定 

 3 ∠GAF＝∠CAF 1,2 

 4 ∠AFG=∠AFC＝90° 1,2 

 5 AF=AF 等号の性質 

 6 △ACF≡△AGF 3,4,5,性質 2.1 

 7 CF=GF 6,性質 2.3 

 8 AB//FM 1,7,性質 2.2 

 9 AE=AE 等号の性質 

 10 ∠AEB=∠AEH=90° 1,2 

 11 △ABE≡△AHE 1,9,10,性質 2.1 

 12 HE=BE 11,性質 2.3 

 13 AH//ME 1,12,性質 2.2 

 14 ∠MFE=∠BAF=35° 1,8,性質 2.5 

 15 ∠FEM=∠CAF =35° 1,13,性質 2.5 

 16 ∠FME=110° 14,15,性質 2.6 

17  AB//FM,AH//ME, 

∠FME=110° 

2-16 

 

  この問題に対して，本研究では，B を動かす条件変

えを考察した．具体的な動かし方は，図 3.3 の(C3.1)，

(C3.2)，(C3.3)の 3 つの場合である．また，もとの問題

と(C3.1)，(C3.2)，(C3.3)の違いは，次のようにもまとめ

られる． 

 

もとの問題：ADは∠Aの二等分線，AB＞AC 

(C1)：ADは∠Aの二等分線，AB＜AC 

(C2)：A=B 

(C3)：ADは∠Aの外角の二等分線 

 

(C3.1) Bが線分 AG上(端点  (C3.2)A=B=E=Hの場

を除く)にある場合          合 

     

 

(C3.3)Bが線分 GAの延長線上の場合             

 

図 3.3：各場合の図 

 

もとの問題の証明と，各場合の証明の比較の結果は

次のとおりである． 

(C3.1)および(C3.3):もとの問題の証明は，B の位置が

異なるが本質的には同じものになる． 

(C3.2):(1)は，A と B が重なるため，対応する問題はで

きないが，AG//FM は成立する．(2)は，A と E が重な

るため，直線 AC と直線 ME は一致する．(3)は，もと

の問題と同じ証明になる． 

 

4 具体例 2 

この節では，[1]から抽出した次の問題を考察する． 

 

問題 4.1[1]. AB＞AC の△ABC で，辺 AB 上に点 D

を，BD=AC となるようにとる．また，辺 BC の中点を E，

線分 AD の中点を F とする．線分 EF の延長と辺 CA

の延長との交点を G とするとき，△AGF は二等辺三

角形であることを証明せよ(図 4.1参照)． 

 
図 4.1:問題 4.1の図 

証明． 

1  AB>ACの△ABCがある．Dは，

BD=AC を満たす辺 AB 上の

点．E は，辺 BC の中点．F は，

線分 AD の中点．G は，直線 EF

と直線 CAの交点． 

仮定 

 2 Mは，線分 CDの中点 仮定 

 3 EM//BD 1,2,性質 2.2 

 4 EM=BD/2 1,2,性質 2.2 

 5 FM//AC 1,2,性質 2.2 

 6 FM=AC/2 1,2,性質 2.2 

 7 EM=FM 1,4,6 

 8 ∠MEF=∠MFE 7,性質 2.4 

 9 ∠AFG=∠MEF 1,3,性質 2.5 

 10 ∠AGF=∠MFE 1,5,性質 2.5 

 11 ∠AFG=∠AGF 8,9,10 

 12 △AGFは二等辺三角形 11,性質 2.4 

13  △AGFは二等辺三角形 2-12 

 

この問題に対して，本研究では 2 種類の条件変え

を考察した．1 つは B を動かす条件変え，もう 1 つは

F を AB の中点とした上で，B を動かす条件変えであ

る．本稿では，この前者の概要を示す．B の動かし方

は，図 4.2 の(C4.1)~(C4.6)の場合を考える．もとの問

題も含めて，この 7 つの場合の証明は，次の 3 つのグ

ループに分けられる． 

 

I：もとの問題,(C4.2),(C4.4),(C4.5),(C4.6) 

II：(C4.1) 
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III：(C4.3) 

 

(C4.1) AB=ACかつ D=A   (C4.2) AB<ACかつ 

(F=G=A となる)         Aが線分 BD上にある 

       

(C4.3) B=Aかつ C≠D      (C4.4) AB<ACかつ A 

が線分 BD上にない 

               

(C4.5)AB=AC かつ D≠A   (C4.6)AB>AC かつ D が

(F=B,C=G となる)         辺 AB上にない 

          

図 4.2：各場合の図 

 

I は，どの場合も同様に証明できて，△CBD と△

ADC に中点連結定理を適用している．II と III は，△

AGF を定義できないが，もとの問題の証明に現れる△

EFM が二等辺三角形であること(EM=FM)を示すこと

ができる． 

 

5 問題の比較をもとにした発展的考察 

本研究で扱った問題のうち，前 2 節の問題 3.1 と問

題 4.1には次の共通点がある． 

共通点 1. 中点連結定理を適用する 2 つの三角形は，

中点をとる 1辺だけが重なっている． 

共通点 2. 中点連結定理を適用する 2 つの三角形の

中点をとらない辺は，共有点をもたない． 

この節では，この 2 つの共通点をみたす 2 つの三

角形について，問題 4.1 と同様の結果が得られるか考

察し，さらに，問題 3.1 をふまえて，その逆が成り立つ

かを考察する．これらを統一的に扱うために次の前提

条件を固定する(記号は図 4.1にあわせている)． 

 

前提条件 5.1. 

(1)2 つの三角形を△ADC と△BCD とおく(A と B は

直線 CDに対して反対側にある)． 

(2)辺 BC，辺 AD，辺 CD の中点をそれぞれ E，F，M

とおく． 

(3)2直線 CA と EFの交点を G とする． 

(4)2直線 DB と EFの交点を H とする． 

 

すると，ここで考察する性質は次のように表現できる． 

 

性質 5.2. AC=BD⇔∠EGA=∠EHB 

 

この性質と前 2 節の問題(問題 3.1 と問題 4.1)の関係

を明らかにしておく．問題 4.1 は前提条件 5.1 のもとで

は H=F の場合である．その筋道は，図 5.1 のとおりで

あり，その筋道に性質 5.2(⇒)の証明が含まれる．また，

問題 3.1 は，用いられる記号を前提条件 5.1 の記号に

おきかえて考える．前提条件 5.1 のもとでは，H=G の

場合に相当し，さらに，問題 3.1 に E と F が中点であ

るという条件を加えて考えることになる．この場合，∠

E=90°も∠F=90°も用いずに FM=EM を導けて，さ

らに AC=BDを導ける．その筋道は図 5.2のとおりであ

り，性質 5.2 の逆の証明でもある．このような見方をす

ると，性質 5.2(⇒)が問題 4.1 の，性質 5.2(⇐)が問題

3.1の一般化とみることができる． 

 

 
図 5.1：問題 4.1の筋道 

 
図 5.2：問題 3.1からわかる性質の筋道 

 

さて，性質 5.2 が成り立つかどうかを次の 4 つの場

合において考察する． 

 

(C5.1)直線 BDが Aを通る(H=Fの)場合(図 4.1参照) 

(C5.2)直線 BD が G を通る(H=G の)場合(図 5.3 参

照) 

(C5.3)直線 BDが線分 AG と交わる場合(図 5.4参照) 
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(C5.4)BD//ACの場合(図 5.5参照) 

 

まず，性質 5.2(⇒)は，(C5.4)以外は成立する．

(C5.1)は，問題 4.1 より成立する．(C5.2)，(C5.3)の証

明は，以下に示す．(C5.4)は，AC//BD//EF であるため，

性質 5.2 の右辺が定義されない．また，前提条件 5.1

の(1)，(2)と AC//BD//EF から，AC=BD を導くこともで

きない．反例を図 5.6に示す． 

 

      
図 5.3：(C5.2)の図    図 5.4：(C5.3)の図 

       
  図 5.5：(C5.4)の図      図 5.6：反例(ABCDが                      

                   AC//BD，AC≠BDの 

            台形のとき) 

 

(C5.2)の証明． 

1 前提条件 5.1 仮定 

2 AC=BD 仮定 

3 EM//BD,FM//AC 1,性質 2.2 

4 EM=BD/2,FM=AC/2 1,性質 2.2 

5 EM=FM 2,4 

6 ∠MEF=∠MFE 5,性質 2.4 

7 ∠MEF=∠EGB 3,性質 2.5 

8 ∠MFE=∠EGC 3,性質 2.5 

9 ∠EHB=∠EGC 6,7,8 

 

(C5.3)の証明．(1~6は(C5.2)の証明と同じ) 

7 ∠MEF=∠EHB 3,性質 2.5 

8 ∠MFE=∠EGC 3,性質 2.5 

9 ∠EHB=∠EGC 6,7,8 

 

次に，性質 5.2(⇐ )は， (C5.4)以外は成立する．

(C5.2)は，問題 3.1 と図 5.3 より成立する．(C5.1)，

(C5.3)の証明は以下に示す． 

 

(C5.1)の証明． 

1 前提条件 5.1 仮定 

2 ∠EGC=∠EFB 仮定 

3 EM//BD,FM//AC 1,性質 2.2 

4 EM=BD/2,FM=AC/2 1,性質 2.2 

5 ∠EGC=∠MFE 3,性質 2.5 

6 ∠EFB=∠MEF 3,性質 2.5 

7 ∠MFE=∠MEF 2,5,6 

8 FM=EM 7,性質 2.4 

9 AC=BD 4,8 

 

(C5.3)の証明．(1~4は(C5.1)の証明と同じ) 

5 ∠EHB=∠MEF 3,性質 2.5 

6 ∠EGC=∠MFE 3,性質 2.5 

7 ∠MFE=∠MEF 2,5,6 

8 FM=EM 7,性質 2.4 

9 AC=BD 4,8 

 

以上より，(C5.4)のような特殊な場合を除き，性質

5.2が成り立つことが分かった． 

 

6 おわりに 

本研究の発展的考察は，ある条件が成立しなかっ

た場合，逆命題，他の問題との共通点を手がかりに

行った．この手がかりの中の，「条件」と「共通点」は，

図形の位置関係に関係するものに着目した．これらは，

類似問題の作成などに役立つと考える．これらを適用

した結果，与えられている問題の意図をより深く理解で

きるだけでなく，他の問題との関係も理解することがで

き，さらに，その様な手法についても理解できた．本研

究で培った経験を学校現場においても活用していきた

い．また，この考え方は，図形の位置関係以外にも適

用できるので，他の分野の問題においても応用できる

と考える．今後は，他の分野の問題についても同様の

考察により，理解を深めていきたい． 
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