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1 はじめに

本研究の目的は磁気浮上系に対してシステム同定を行
い，コントローラ設計に使用するための数理モデルを取
得することである．
磁気軸受は複数の電磁石を利用することにより非接触
で多自由度で動かすことができるシステムであるが，使
用される物理モデルでは微小変動を仮定することで直交
に配置されている電磁石同士の影響を無視することが多
い [1][2]．しかし，複数の電磁石により対象をある程度の
大きさで動かす場合においては必ずしも適切な物理モデ
ルであるとは限らない．そこで，本研究では直交に配置
されている電磁石同士の影響が生じると仮定した物理モ
デルの導出を行い，影響が生じないと仮定した物理モデ
ルと比較を行う．また，磁気浮上系の非線形モデルに対し
て線形モデルを取得するには従来テイラー展開がよく使
用されている．しかし，物理パラメータや動作範囲によっ
ては非線形性などにより必ずしも良い一致にならないこ
とがある．そこで非線形モデルに外生信号を加え，シス
テム同定を行い，線形モデルの取得を行う．磁気浮上系
は不安定系であるため，フィードバック制御下でシステ
ム同定を行わなければならない．コントローラの影響を
考慮に入れた閉ループ同定の手法として安定化予測誤差
法が提案されており [3]，不安定系に対しての有効性が確
認されているため，磁気浮上系に対する適用は有効であ
ると考えられる．本研究で使用する磁気浮上系の物理モ
デルは２入力２出力であるが，x方向，y方向それぞれ１
入力１出力として考え，安定化予測誤差法の適用を行う．

2 対象とするシステム

2.1 ２入力２出力磁気浮上システムの物理モデリング
（Case１）

従来使用されてきた２自由度の吸引型の磁気軸受の並
進運動を表す物理モデルを示す．電磁力が電流の二乗に
比例し，対象の軸の位置と電磁石の位置とのギャップの二
乗に反比例するして考える．すると，次の非線形微分方
程式が得られる．

m
d2

dt2
X(t) = F12(t) = f1(t)− f2(t) (1)

m
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dt2
Y (t) = F34(t) = f3(t)− f4(t) (2)
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mは電磁石で制御する対象の質量，Keは電磁力定数，I12，
I34はバイアス電流，pはギャップ長，X と Y は変位を表
す．電磁力 F12を平衡点 (i12, X) = (0, 0)，電磁力 F34を
平衡点 (i34, Y ) = (0, 0)近傍でテイラー展開する．よって
次の線形化された微分方程式が得られる．

m
d2

dt2
X(t) = kXXX(t) + kXI i12(t) (3)

m
d2

dt2
Y (t) = kY Y Y (t) + kY I i34(t) (4)
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2.2 ２入力２出力磁気浮上システムの物理モデリング
（Case２）

４つの電磁石により磁気的な吸引力を用いる磁気浮上
系を考える．対象 Pとし，その位置を (X,Y )と置く．x

方向の制御の際に使用する電磁石を em1，em2とし，y

方向の制御の際に使用する電磁石を em3，em4 とする．
em1の位置を（p，0），em2の位置を（− p，0），em3の位
置を（0，p），em4の位置を（0，− p）とする．想定するシ
ステムの概略図を図 1に示す．ここで，Fem1の x方向の

o em1em2

em3

em4

x

y

(-p,0) (p,0)

(0,p)

(0,-p)

P(X,Y)

Fem3

Fem4

Fem1Fem2

図 1 システムの概略図

力 Fem1X は次の式で表される．

Fem1X(t) = Ke
(p−X(t))(I12 + i12(t))

2

{(p−X(t))2 + Y (t)2} 3
2

(5)

Fem1 の y方向の力 Fem1Y は次の式で表される．

Fem1Y (t) = Ke
Y (t)(I12 + i12(t))

2

{(p−X(t))2 + Y (t)2} 3
2

(6)



残りの Fem2X，Fem3X，Fem4X，Fem2Y，Fem3Y，Fem4Y に
おいても同じように定義する．
これより，次の磁気浮上系の微分方程式が得られる．

m
d2X(t)

dt2
= FX(t) (7)

= Fem1X(t)− Fem2X(t)− Fem3X(t)− Fem4X(t) (8)

m
d2Y (t)

dt2
= FY (t) (9)

= Fem3Y (t)− Fem4Y (t)− Fem1Y (t)− Fem2Y (t)(10)

電磁力 FX，FY を平衡点 (i12, i34, X, Y ) = (0, 0, 0, 0)近傍
で線形化する．よって次の線形化された微分方程式が得
られる．

m
d2

dt2
X(t) = kXxX(t) + kXii12(t) (11)

m
d2

dt2
Y (t) = kY yY (t) + kY ii34(t) (12)
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Case2では異なる軸に配置された電磁石による影響は
生じるが，線形モデルの構造から１入力１出力の同定手
法を適用することが可能であることが確認できた．平衡
点近傍付近において，テイラー展開により近似の精度は
確保されるが，動作範囲を広くとると非線形性により近
似の精度は悪くなるため，その動作範囲においてより精
度の高い線形モデルの取得を行うためにシステム同定を
利用する．

2.3 システムの構成

想定する２入力２出力システムのブロック線図を図 2

に示す．rx，ryは同定の際に使用する外生信号である．対
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図 2 想定する２入力２出力システムのブロック線図

象は２入力２出力連続時間システムであり，離散時間コ
ントローラによりフィードバック制御されているとする．
P12 = 0，P21 = 0として次の差分方程式をシステム同定

で取得する．

yx[k] + ax1yx[k − 1] + ax2yx[k − 2]

= bx1ux[k − 1] + bx2ux[k − 2] (13)

yy[k] + ay1yy[k − 1] + ay2yy[k − 2]

= by1uy[k − 1] + by2uy[k − 2] (14)

ここで y[k] = y(kT )，（k = 0，1，2，· · ·）であり，Tはサ
ンプリング周期である．ax1，ax2，bx1，bx2，ay1，ay2，by1
，by2 を推定する．

3 システム同定理論

予測誤差法の枠組みで，閉ループ系に対して有効な手
法の一つに安定化予測誤差法がある [3]．安定化予測誤差
法は不安定系に対して有効とされる双対 Youlaパラメト
リゼーションによる方法から導かれており [4]，実際に倒
立振子ロボットに対して適用されているため [5]，本研究
の目的である磁気浮上系に対してよい推定値が得られる
ことが期待される．
次の離散時間閉ループシステムを考える．

y[k] = P [q−1]u[k] + v[k] (15)

u[k] = r[k]−K[q−1]y[k] (16)

yは出力，uは入力，rは外線信号，vは観測ノイズを表
している．安定化予測誤差法の予測子 ŷを次の式で定義
する．

ŷ[k] = P̂ [q−1]û[k] (17)

û[k] = u[k] +K[q−1](y[k]− ŷ[k]) (18)

P̂ [q−1] = P [θ̂, q−1] (19)

式 (17)，(18)から予測誤差 ϵを定義する．ϵ[k] = y[k]−ŷ[k]

から次の式が導かれる．

ϵ(t) = Ŝ[q−1]y[k]− Ŝ[q−1]P̂ [q−1]u[k]

= Ŝ[q−1]S[q−1]{P [q−1]− P̂ [q−1]}r[k]
+ S[q−1]v[k] (20)

S[q−1] =
1

1 + P [q−1]K[q−1]

Ŝ[q−1] =
1

1 + P̂ [q−1]K[q−1]

目的関数を次に示す．

V (θ̂，ϵ) =
N∑

k=0

ϵ[θ̂, k]2 (21)

式 (21)の目的関数が小さくなるように θ̂を動かすことによ
り，P [q−1]−P̂ [q−1]の差が小さくなる．また，E{v[k]} =

0，E{r[k]} = 0，E{v[k1]r[k2]} = 0(∀k1, k2)のとき θ̂は不
偏推定値である．E{}は期待値を表す．モデル化誤差が
P [q−1] − P̂ [q−1]が 0に近似できれば，P̂ [q−1]に対する



入力は S[q−1]r[k]となり，外生信号 r に依存する出力 ŷ

を推定することができる．
本研究で使用する磁気浮上系の構成において，本来２
入力２出力であるが，テイラー展開により得た線形モデ
ルの構造から各軸独立として１入力１出力と同様に扱う
ことができる．そこで，線形モデルの取得方法の一つと
して，安定化予測誤差法を使用したシステム同定を行う．

4 数値例

連続時間の PDコントローラ Kx(s) = Kpx +Kdxsを

離散化したKx[q
−1] = Kpx +Kdx

1−q−1

T を x方向の制御
で使用し，Ky(s) = Kpy +Kdysを離散化したKy[q

−1] =

Kpy +Kdy
1−q−1

T を y方向の制御で使用する．物理パラ
メータを m = 0.5，Ke = 0.04，I12 = 4，I34 = 4.5，
p = 0.05 と置き，コントローラのゲインを Kpx = 160

，Kdx = 0.7906，Kpy = 180，Kdy = 0.7906と置くことで
安定化させる．Runge-Kutta法を使用してサンプリング
周期 2 × 10−4[s]で Case1の式 (1)，式 (2)，Case2の式
(7)，式 (9)の数値計算を行ない 11000個の入出力データ
を取得した．安定性を考慮に入れ，外生信号 rx，ry は平
均 0 分散 5の E{rx[k1]ry[k2]} = 0(∀k1, k2)のM系列信
号を使用した．Case1における非線形モデルとテイラー
展開により得た線形モデルの外生信号に対する応答を図 3

に，Case2における外生信号に対する応答を図 4に示す．
図 3において，非線形モデルの応答とテイラー展開によ
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図 3 外生信号に対するシステムの応答（Case1）

り得た線形モデルの応答に大きな差が生じていることが
わかる．それに対して図 4では非線形モデルの応答とテ
イラー展開により得た線形モデルの応答の差が小さいこ
とが確認できる．図 3，図 4に示したシミュレーションで
用いたで外生信号に対する非線形モデルの応答を使用し
て，安定化予測誤差法による閉ループ同定を行った．そ
の際にMatlabの lsqnonlin関数を利用して，式 (21)の目
的関数を最小化するような式 (13)，式 (14)のパラメータ
を取得した．Case1における非線形モデル，テイラー展
開により得た線形モデル，システム同定で得た線形モデ
ルに対して，システム同定の際に使用したものとは異な
る外生信号を加えた．システムの応答を図 5，図 6，図 7

に示す．同様に Case2における非線形モデル，テイラー
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図 4 外生信号に対するシステムの応答（Case２）

展開により得た線形モデル，システム同定で得た線形モ
デルの外生信号に対するシステムの応答を図 8，図 9，図
10に示す．

-0.01 -0.005 0 0.005 0.01

replacement x[m]

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01
re

pl
ac

em
en

t y
[m

]
Nonlinear
Taylor
System identification

図 5 外生信号に対するシステムの応答（Case1）

Case1，Case2のどちらにおいてもシステム同定で得た線
形モデルはテイラー展開により得た線形モデルと比較し
て非線形モデルの応答とよく一致していることが確認で
きる．これより，必ずしもテイラー展開により得た線形
モデルが適切ではなく，非線形性が無視できない大きい
入力が要求される場面では，システム同定により得た線
形モデルを使用することにより，入力の大きさに応じた
モデルの改善が可能であることを確認した．

5 おわりに

２入力２出力磁気浮上システムにおいて，磁気軸受の
物理モデルとして広く使用されてきた異なる軸に配置さ
れた電磁石同士の影響が生じないとした物理モデルと影
響が生じるとした物理モデルの導出を行った．また，制
御系設計で使用される線形モデルの導出手法として，不
安定系に対しても有効とされる安定化予測誤差法による
閉ループ同定を行う方法を示した．磁気浮上系に対して
必ずしもテイラー展開により得た線形モデルが適切であ
るとは限らないことをシステム同定により得た線形モデ
ルと比較することで確認した．



0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

The number of data

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

12

re
pl

ac
em

en
t x

[m
]

10-3

Nonlinear
Taylor
System identification

図 6 X方向における外生信号に対するシステムの応答
（Case1）
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図 7 Y方向における外生信号に対するシステムの応答
（Case1）
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図 8 外生信号に対するシステムの応答（Case２）
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図 9 X方向における外生信号に対するシステムの応答
（Case２）
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図 10 Y方向における外生信号に対するシステムの応答
（Case２）


