
端補正 Clenshaw–Curtis則の精度保証付き計算
M2018SS014 髙棹　義裕
指導教員：杉浦洋

1 はじめに

Clenshaw–Curtis則は，1変数関数の定積分を近似する
ための積分則である．本研究では，Clenshaw–Curtis則
の改良版である端補正 C–C則 [1]を精度保証付きで計算
するプログラムの作成を目標とする．
Hasegawa-Sugiura[1]は，被積分関数 f(x)の正則性を
仮定し，その解析接続 f(z)の計量，特に正則領域の広さ，
により積分誤差のオーダーを与えている．しかし，精度
保証付き計算を行うには，絶対誤差の上界を具体的に計
算することが必要である．第 1の目標は，[1]の証明を検
討し，絶対誤差の上界の計算法を導くことである．解析
接続 f(z)の計量を精度保証付き計算するために，正則フ
ラグ付き円板システム (加藤 [2]，柴田 [5])を用いる．特
に，正則領域の確定には，高棹 [6]の特異点自動検出アル
ゴリズムを用いる．

2 正則フラグ付き円板演算システム

精度保証付き計算を行うには，計算過程で発生する丸
め誤差，近似誤差をその都度評価する必要がある．それ
を自動的に実行してくれるシステムが，精度保証付き演
算システムである．実数計算用には，区間演算システム
があり，Mathematicaにも実装されている．複素計算用
には，Petković[3]などにより円板演算システムが提案さ
れており，加藤 [2]と柴田 [5]によってMathematica上に
実装されたものが利用できる．

2.1 円板の定義

中心 c ∈ C，半径 r ∈ Rの複素閉円板領域を

Z = ⟨c; r⟩ = {z : |z − c| ≤ r}, (1)

と表し，以後これを単に円板と呼ぶ．また，円板全体の
集合を

KC = {⟨c; r⟩ : c ∈ C，r ∈ R, r ≥ 0}

と書く．

2.1.1 円板関数

円板演算システムでは，1変数複素関数

f : C → C

に対して，
f(⟨c; r⟩) ⊂ f̂(⟨c; r⟩)

を満たす円板関数

f̂ : KC → KC

を計算する．多変数複素関数に関しても同様である．
連続した計算においても，用いられる全ての関数の円板
関数があれば，入力値の精度から出力値の精度が分かる．

2.1.2 正則性フラグ

正則性フラグ Rflag とは，基本関数が入力円板で正則
かどうか知らせるものである．これは円板のデータに付
加する．入力円板で Rflag = Trueのとき，入力円板が関
数の特異点を含まないと言えるなら，Rflag = True，含
まないと言えないならRflag = Falseを出力円板に付加す
る．入力円板でRflag = Falseときは，無条件に出力円板
に Rflag = Falseを付加する．
このように基本関数を構成することにより，基本関数
の合成関数についても，入力円板のRflag = Trueとして
関数計算すれば，その出力円板の正則性フラグを見るこ
とにより，入力円板で関数が正則かどうか判定できる．
このとき，基本関数の合成関数 f において，出力円板
のRflagがTrueなら，入力円板において f は必ず正則で
ある．「f は入力円板で正則である」は，数学的に真の命
題である．出力円板のRflagが Falseでも，入力円板にお
いて f が正則である可能性はある．合成関数の計算の途
中結果において要素となる関数の値域は，円板で包囲さ
れ大きめに扱われるからである．

3 端補正Clenshaw–Curtis則

3.1 Clenshaw–Curtis則の定義

区間 [−1, 1]で与えられた関数 f(x)の積分

If =

∫ 1

−1

f(x) dx (2)

を近似する，n 点 Clenshaw–Curtis 則 (C–C 則)[4] は，
m = n− 1次 Chebyshev点 xj = cos(πj/m), 0 ≤ j ≤ m

を標本点とする補間型積分則：

Qnf =
m∑
j=0

wjf(xj) ∼= If

である．
第 1種の k次 Chebyshev多項式を

Tk(x) = cos(k cos−1 x)

と定義する．

3.2 端補正Clenshaw–Curtis則の定義

Hasegawa–Sugiura[1]は，C–C則の改良として端補正
C–C則を提案した．標本点数 n ≥ 6の端補正 C–C則の
標本点は，m = n− 3次 Chebyshev点 {xj}0≤j≤m に

±β = ± cos
π

2m

を追加したものである．n端補正 C–C則を，

Q̈nf =
m∑
j=0

vjf(xj) + u(f(β) + f(−β)) ∼= If (3)



と書く．重みは，n − 2点 C–C則の重み wi, 0 ≤ i ≤ m

を用いて，

u =
ρm−L − ρm+L

4 sin πL
2m

, (4)

vj = wj + zj ,

zj = (−1)jh
(m)
j

(ρm−L − ρm+L)(2 cos
πj
m )2−L

4m sin π(2j+1)
2m sin π(2j−1)

2m

,

0 ≤ j ≤ m (5)

である．ここで，nが偶数のとき L = 1，nが奇数のとき
L = 2である．また，

ρk = ITk =

{
2/(1− k2), k even,

0, k odd
(6)

とし，h(m)
j = 1，0 < j < m，h(m)

0 = h
(m)
m = 1/2である．

Q̈nf の誤差を

Enf = Inf − Q̈nf (7)

と書く．

4 端補正C–C則の誤差解析

本論文では，被積分関数 f(x)は区間 [−1, 1]で正則で
あると仮定する．
f(x)のChebyshev級数展開について次の定理が知られ
ている．

定理 1 (Rivlin[4]) 正定数 r (0 < r < 1)に対して Er を，
複素平面 C上で z = ±1を焦点とし，長軸と短軸の長さ
の和を 2/rの楕円

Er : |z − 1|+ |z + 1| = r + r−1 (8)

とする．関数 f(z)は楕円 Erの周上及び内部で正則とする．

M = max
z∈Er

|f(z)| (9)

とすると，f(z)の Chebyshev級数展開

f(x) =

∞∑
k=0

akTk(x) (10)

の係数について，
|ak| ≤Mrk， (11)

が成立する．

この定理により，f(z)が区間 [−1, 1]を含む領域で正則
ならば，式 (11)を満たす正定数 r (0 < r < 1)とM > 0

が存在する．

5 端補正C–C則の誤差の上界

Tk(x)に対する Q̈n の誤差を，

ek = EnTk = ITn − Q̈nTn, k ≥ 0,

と書く．Q̈n は n次未満の多項式に対して正確なので，

ek = 0, k < n,

また，対称則なので

e2k+1 = 0, k ≥ 0,

が得られる．従って，式 (10)と式 (11)から，

|Enf | ≤
∞∑
k=0

|ak| |EnTk|

=

∞∑
k=[(n+1)/2]

|a2k| |e2k| ≤M

∞∑
k=[(n+1)/2]

r2k|e2k|.(12)

が得られる．これを，低次項と高次項に分け，

|Enf | ≤ Mrn(S1 + S2), (13)

S1 :=

N2∑
k=N1

r2k−n|e2k|, (14)

S2 :=

∞∑
k=N2+1

r2k−n|e2k|. (15)

とする．ただし，N1 = [(n+1)/2]，N2 = [(n+m/2−4)/2]

である．
この S1, S2 を評価する

5.1 S1 の評価

次の補題 [1]を用いる．

補題 1 実数 xに対して，ρ̂(x) = 2/(1− x2)とする．ま
た，K ≥ 3とする．K = k −mを満たす整数 k と ρ̂(x)

に対して，

φk(x) = ρ̂(x−1 + k)− ρ̂(x−1 − k),

ψk(x) = sin(kx)
/
sinx,

εk(x) = φK(x)− φL(x)ψK/L(πLx/2) (16)

とおくと，

e2k = ε2k(m
−1) > 0, n ≤ 2k ≤ n+m− 5 (17)

である．

式 (14)と 補題 1から，次式が得られる．

S1 =

N2∑
k=N1

r2k−nε2k(m
−1). (18)

S1 は有限級数であり，具体的に計算できる．したがっ
て，S1の右辺を区間演算し，その上限 S̄1により，S1 ≤ S̄1

である．

5.2 S2 の評価

Q̈n のノルム

∥Q̈n∥ =

m∑
j=0

|vj |+ 2|u|

を区間演算した結果を [P , P ]とし，

B = 2 + P (19)



とする．これにより，

|ek| = |ITk − Q̈nTk| ≤ ∥I∥ ∥Tk∥+ ∥Q̈n∥ ∥Tk∥ ≤ B

となる．これを用いて，S2 の評価式

S2 =

∞∑
k=N2+1

r2k−n|e2k| ≤
Br2N2−n+2

1− r2
(20)

を得る．

5.3 Chebyshev展開係数の収束率 rの計算

Rivlinの定理 4.1の不等式 (11)の右辺現れる rを計算
するアルゴリズムを与える．
高棹のアルゴリズム [6]により，複素平面上で原点を中
心とする半径 R0 の円板 C に内接し，辺が実軸に平行な
正方形の内部 S に存在する f(x)全ての特異点を囲む小
円板のリスト

rclist = (⟨ci; r⟩)1≤i≤N

が得られる．S からこれらの小円板を除いた領域で f(x)

は正則である．したがって，収束率 rを決定する楕円

Er : |z − 1|+ |z + 1| = r + r−1

は，rclistの小円板がその外部に配されるように取る．

5.4 楕円 Er 上の |f(z)|の上界 M̄ の計算

式 (9)のM の上界 M̄ を正則性フラグ付き円板演算シ
ステムで計算するアルゴリズムを与える．ここでは，

1 ≤ M̄

M
≤ p = 1.1 (21)

が保証されるように，M̄ を計算する．
初期被覆円板リストを

Mclist = {Dk}0≤k<K

とする (図 1)．

図 1 初期被覆円板 (K = 16)と zk

zk ∈ Dk ∩ Er をとり，正則円板システムで，

Fk = ⟨ck; rk⟩ = f(Dk),

Gk = ⟨dk; sk⟩ = f(⟨zk; 0⟩) (0 ≤ k < K)

を求める．全ての Fk の正則性フラグが Trueなら，

M ≤ max
0≤k<K

max
z∈Dk

|f(z)| ≤ M̄ = max
0≤k<K

{|ck|+ rk}

である．また，zk ∈ Er であるから，

M ≥ max
0≤k<K

|f(zk)| ≥M ′ = max
0≤k<K

{|dk| − sk}

である．したがって，

M̄

M ′ ≤ p = 1.1 (22)

となれば，条件 (21)が満たされる．
そこで，(22)が満たされるまで被覆円板リストを細分
する．細分は，個々のDk を調べ，Dk が大きすぎると判
定されれば，DkはDk ∩Erを被覆する 2つの小円板で置
き換える．
細分の原則は次の 2つである．
１．Fk = f(Dk)の正則性フラグが Falseなら Dk を 2

分する．または，
２．(|ck| + rk)/(|dk| − sk) > p = 1.1なら Dk を 2分
する．
必要なら細分を繰り返し，全ての Dk において，Fk =

f(Dk)の正則性フラグがTrueで，(|ck|+rk)/(|dk|−sk) ≤
pとなったところで細分を停止し，最終的な被覆リスト
Mclistを得る．このMclistでは，不等式 (4)が満たさ
れ，M は不等式 (1)を満たす M̂ の上界となる．
［例］ 関数

f(z) =
1

1 + z2
(23)

に対して，5.3節のアルゴリズムで rを求め，本節のアル
ゴリズムで M̄ を求めた．r = 0.4179, M̄ = 43.57であ
る．計算された楕円と被覆リストMclistを図 2に示す．
f(z)の極 z = ±1の近傍では特異点が近く，また関数の
変化が激しいため，原則被覆円板が非常に細かく分割さ
れている．

図 2 f(z) = 1
1+z2 の楕円 Er とその被覆円板

6 精度保証付き積分のアルゴリズム

関数 f(z)の積分 If(2)を n点端補正 C–C則を用い精
度保証付きで求めるアルゴリズムについて述べる．



1. まず，高棹のアルゴリズム [6]で，正方形領域

S = [−R0√
2
,
R0√
2
]× [−R0√

2
,
R0√
2
], R0 = 5

において特異点を含む小円板 (半径 0.0097 · · · )のリ
ストを生成する．それにより，5章のアルゴリズム
で楕円 Er のパラメタ rと楕円上の |f(z)|の上界 M̄

を計算する．

特異点が S 内に存在しない場合は，S に含まれる最
大の楕円のパラメタ rが計算される．

2. rと M̄ を用い，4章のアルゴリズムにより，n点端
補正C–C則による近似積分の絶対誤差の上界E′

nを
計算する．

3. n点端補正C–C則による近似積分を区間演算で行い，
近似積分値の真値を含む区間

[Q̈n] = ⟨ ˆ̈Qn;E
′′
n⟩ (24)

を計算する．

4. ˆ̈Qn の絶対誤差の上界

En = E′
n + E′′

n (25)

を計算する．

これにより，真の積分値 I について，

|Q̈n − I| ≤ En (26)

が保証される．

7 数値実験

例として，式 (23)の

f(z) =
1

1 + z2

を精度保証付きで積分した．
10進 200桁計算で真値 I を求め，

en ≡ |Q̈n − I| ≤ En (27)

が成立するかどうか確認した．
まず，高棹のアルゴリズムで極 (z = ±i)を含む 2つの
小円板 (半径 0.0097 · · · )を検出した．
それにより，楕円 Er のパラメタ rと楕円上の |f(z)|の
上界 M̄ を計算し，

r = 0.4179, M̄ = 43.57,

を得た．
図 3は，横軸が端補正 C–C則の標本点数 n，縦軸が絶
対誤差の常用対数である．青いグラフは，計算された誤
差上界 Enであり，赤いグラフは，実際の絶対誤差 enで
ある．青いグラフは，常に赤いグラフの上にある．不等
式 (27)は，nによらず常に成立しており，精度保証は成

功している．特に，nが大きい高精度の近似積分値を精
度保証することができた．
En/en は n = 100で約 680であった．全体的に En は

en の 1000倍弱である．

図 3 赤：絶対誤差，青：誤差上限

8 おわりに

Hasegawa-Sugiura[1]の端補正 C–C則による正則関数
f(x)の精度保証付き積分計算について研究した．
[1]の誤差解析を検討し，具体的に誤差上界を計算する
アルゴリズムを提案した．
このアルゴリズムでは，積分区間 [−1, 1] に近接する

f(x)の特異点を検出する必要がある．また，境界楕円上
の |f(z)|の上界を求める必要がある．そのために，加藤
[2]と柴田 [5]が開発した正則性フラグ付き円板演算シス
テムを用いた．また，正則性フラグ付き円板演算システ
ム上に構築された，高棹 [6]による特異点の自動検出アル
ゴリズムを用いた．
3つの関数につき実験を行い，非常に精度の高い積分値

(最大小数点以下 80桁)を精度保証することができた．
しかし，問題と標本点数 nによっては実際の誤差と計
算された誤差上界の比はかなり大きく，評価法の改良が
今後の課題として残された．
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