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1 はじめに

k 標本正規分布モデルにおいて母平均に順序制約がある

場合の対照群との多重比較法をWilliams(1971,1972)は提

案した．また、二元配置モデルにおいて処理効果に順序制

約がある場合のノンパラメトリック検定法として Page検

定がある．本研究では処理効果に順序制約がある場合の正

規分布を仮定した乱塊法モデルについて考察する．この乱

塊法モデルにおいて線形型統計量を基にした多重比較検定

法を提案する．さらに，Williams型多重比較検定法を提案

する．これらの多重比較検定法の検出力をシミュレーショ

ンにより比較をする．

2 Page検定

2.1 二元配置モデルの設定

第 i ブロック (i = 1, 2, · · · , n)，第 j 処理 (j =

1, 2, · · · , k)の確率変数 Xij を P (Xij ≦ x) = F (x− βi −
τj)とする．ただし，F (x)は連続型分布関数とする．βi は

ブロック効果を表す定数，τj は処理効果を表す定数である．

すべての Xij は互いに独立とする．Rij は Xi1, · · · , Xik

の中での Xij の順位とする．

表 1 二元配置モデル

第 1処理 第 2処理 · · · 第 k 処理
第 1ブロック R11 R12 · · · R1k

第 2ブロック R21 R22 · · · R2k

...
...

... · · ·
...

第 nブロック Rn1 Rn2 · · · Rnk

2.2 検定統計量

Rij の平均と分散はそれぞれ

E(Rij) =
k + 1

2
(1)

V (Rij) =
k2 − 1

12
(2)

となる．R·j =
∑n

i=1 Rij とすると (1)，(2)より

E(R·j) =
n(k + 1)

2
(3)

V (R·j) =
n(k2 − 1)

12
(4)

を得る．帰無仮説 H0 : τ1 = · · · = τk vs. 対立仮説

HA : τ1 ≦ · · · ≦ τk (少なくとも 1つの ≦は ≨である)の

Page検定統計量 (文献 [1])は

Q ≡ 1√
n

k∑
j=1

(
j − k + 1

2

)(
R·j −

n(k + 1)

2

)
(5)

で与えられる．Qの平均は帰無仮説H0 の下で E0(Q) = 0

となる．Qの分散は

V0(Q) =
k2(k2 − 1)(k + 1)

144
(6)

である．文献 [1]より帰無仮説 H0 の下で

Q− E0(Q)√
V0(Q)

L→ N(0, 1) (7)

が成り立つ．

2.3 検定方式

標準正規分布の上側 100α%点を z(α)とすると，

1− Φ(z(α)) = αが成り立つ．ただし，Φ(·)は標準正規分
布の分布関数である．水準 αの検定は，{

Q ≧ z(α)
√
V (Q)のとき帰無仮説 H0を棄却する

Q < z(α)
√

V (Q)のとき帰無仮説 H0を棄却しない

である．

3 Page型検定法

3.1 乱塊法モデルの設定

第 i ブロック (i = 1, 2, · · · , n)，第 j 処理 (j =

1, 2, · · · , k)の確率変数 Yij を

Yij ≡ µ+Bi + τj + eij (8)

で表現される乱塊法モデルを考える．ただし，µは総平均，

Bi はブロック効果を表す変量で Bi ∼ N(0, {σB}2)，τj は
処理効果を表すパラメータで

∑k
j=1 τj = 0，eijは誤差を

表す変量で eij ∼ N(0, σ2)である．{eij |i = 1, · · · , n; j =

1, · · · , k} は互いに独立，B1, · · · , Bnは互いに独立，eij
と Biは互いに独立とする．このとき，Yij は各ブロックご

とに独立となる．

各標本平均は

Ȳi· =
1

k

k∑
j=1

Yij = µ+Bi + ēi·

Ȳ·j =
1

n

n∑
i=1

Yij = µ+ B̄· + τj + ē·j

Ȳ·· =
1

nk

n∑
i=1

k∑
j=1

Yij = µ+ B̄· + ē··



表 2 乱塊法モデル

第 1処理 第 2処理 · · · 第 k 処理
第 1ブロック Y11 Y12 · · · Y1k

第 2ブロック Y21 Y22 · · · Y2k

...
...

... · · ·
...

第 nブロック Yn1 Yn2 · · · Ynk

で表現できる．ただし，ēi· =
1

k

k∑
j=1

eij , ē·j =
1

n

n∑
i=1

eij ,

ē·· =
1

nk

n∑
i=1

k∑
j=1

eij , B̄· =
1

n

n∑
i=1

Bi とする．

3.2 検定統計量

帰無仮説:H0 : τ1 = · · · = τk = 0 vs. 対立仮説:HA :

τ1 ≦ · · · ≦ τk (少なくとも１つの ≦ は ≨ である) を考

える．eij を連続分布としてモデル (8) で帰無仮説 H0vs.

対立仮説 HA に対するノンパラメトリック検定として，

Page(1963)は線形順位検定を提案した．Page検定統計量

で順位 Rij を Yij − Ȳi· に替えた統計量は

T ≡ 1√
n

k∑
j=1

(
j − k + 1

2

) n∑
i=1

(
Yij − Ȳi·

)
=

1√
n

k∑
j=1

(
j − k + 1

2

) n∑
i=1

(τj + eij − ēi·) (9)

となる．T の平均は

E(T ) =
√
n

k∑
j=1

jτj (10)

より，帰無仮説H0 の下で E0(T ) = 0である．T の分散は

V0(T ) = E0


 1√

n

k∑
j=1

j

n∑
i=1

(eij − ēi·)


2


=
k(k − 1)(k + 1)σ2

12
(11)

である．(10)，(11)より，帰無仮説 H0 の下で

T ∼ N

(
0,

k(k − 1)(k + 1)σ2

12

)
(12)

である．統計量 TN，誤差分散 σ̃2，誤差平方和 Se を

TN ≡

√
12

k(k − 1)(k + 1)σ̃2
T (13)

σ̃2 ≡ Se

(k − 1)(n− 1)

Se ≡
n∑

i=1

k∑
j=1

(Yij − Ȳi· − Ȳ·j + Ȳ··)
2

=

n∑
i=1

k∑
j=1

(eij − ēi· − ē·j + ē··)
2

とおいたとき，次の命題 1を得る．

命題 1 T と σ̃2 が独立である

証明 文献 [3]の定理 2.29より，T と Se が独立であるこ

とを示せばよい．(9)の式で
n∑

i=1

(τj + eij − ēi·) = n(ē·j′ − ē··)

と計算できる．よって，文献 [3] の定理 2.22 の (3) より

Cov(ē·j′ − ē··, eij − ēi· − ē·j + ē··) = 0を求めればよい．

j = j′ のとき

Cov(ē·j − ē··, eij − ēi· − ē·j + ē··) = 0 (14)

である．同様に，j ̸= j′ のとき，

Cov(ē·j′ − ē··, eij − ēi· − ē·j + ē··) = 0 (15)

である．(14)，(15)より

T と Seは独立である (16)

ことが示された．文献 [3] の定理 2.29 より結論は導か

れる．

3.3 検定方式

(12)より，H0 の下で文献 [3]の系 3.6を適用すると√
12

k(k − 1)(k + 1)σ2
T ∼ N(0, 1) (17)

を得る．さらに文献 [6]の定理 7.44より

Se

σ2
∼ χ2

(k−1)(n−1) (18)

を得る．(17)，(18)，命題 1と文献 [3]の定理 3.21より，

H0 の下で，
TN ∼ t(k−1)(n−1)

が成り立つ．TN を検定統計量として，自由度 (k−1)(n−1)

の t 分布の上側 100α% 点を t((k − 1)(n − 1);α) とする

と，水準 αの検定関数は検定関数ϕ(·)を用いて，

ϕ(Y) =

{
1 (TN > t((k − 1)(n− 1);α)のとき)

0 (TN < t((k − 1)(n− 1);α)のとき)

と表現される．すなわち，TN > t((k− 1)(n− 1);α)のと

き H0 を棄却し，TN < t((k − 1)(n− 1);α)のとき H0 を

棄却しない．

4 対照群との比較を行う多重比較検定法

4.1 Page型多重比較検定法

表 2のモデルにおいて処理効果に傾向性の制約

τ1 ≦ · · · ≦ τk (19)



は成り立っているものとする．第 1群を対照群，第 2群か

ら第 k 群を処理群とする．j を 2 ≦ j ≦ k とする．1つの

比較のための検定は

帰無仮説 Hj : τ1 = τj vs.対立仮説 HA
j : τ1 < τj

となる．ℓ = 2, · · · , k に対して

TN (ℓ) ≡

√
12

ℓ(ℓ− 1)(ℓ+ 1)σ̃2(ℓ)
T (ℓ) (20)

とする．ただし，

T (ℓ) ≡
ℓ∑

j=1

(
j − ℓ+ 1

2

) n∑
i=1

(Yij − Yi·(ℓ))

σ̃2(ℓ) ≡

n∑
i=1

ℓ∑
j=1

(Yij − Ȳi·(ℓ)− Ȳ·j + Ȳ··(ℓ))
2

(ℓ− 1)(n− 1)

Ȳi·(ℓ) ≡
1

ℓ

ℓ∑
j=1

Yij

Ȳ··(ℓ) ≡
1

nℓ

n∑
i=1

ℓ∑
j=1

Yij

とする．ただし，Y·j は第 3 章で表記した値と同じものと

する．水準 α の多重比較検定として TN (ℓ) に基づいた手

法 [1]が提案できる．

[1] TN (ℓ)に基づく多重比較検定

j ≦ ℓ ≦ k となる任意の ℓ に対して TN (ℓ) > t((ℓ −
1)(n− 1);α)ならば，{帰無仮説Hj vs.対立仮説HA

j |j =
2, · · · , k}に対する水準 α の多重比較検定として帰無仮説

Hj を棄却し，対立仮説 HA
j を受け入れ τ1 < τj と判定す

る．

定理 1 [1] の検定方式は水準 αの多重比較検定である．

証明 帰無仮説のファミリーを，

H ≡ {Hj | j ∈ J }

とおく．ただし，J ≡ {j | 2 ≦ j ≦ k}とする．
τ ≡ (τ1，· · ·，τk) とおく．τ1 < τ2 のときは，有意水準

は関係しないので，

Θ0 ≡ {τ | 1つ以上の帰無仮説 Hjが真 }
= {τ |ある j ∈ J が存在して，τ1 = τj} (21)

とおき，τ ∈ Θ0 とする．このとき，正しい帰無仮説Hj は

1つ以上ある．また，確率は τ に依存するので，確率測度

を Pτ (·)で表す．τj = τ1 を満たす最大の自然数 j を j0 と

する．事象 Dℓ を

Dℓ ≡ {TN (ℓ) ≧ t((ℓ− 1)(n− 1);α)}

とおく．2 ≦ j ≦ j0 を満たす整数 j に対して [1] の方法

で正しい帰無仮説 Hj を棄却する事象は，
k∩

ℓ=j

Dℓ であるの

で，[1]の方法で 1つ以上の正しい帰無仮説Hj を棄却する

確率は，

Pτ

 j0∪
j=2


k∩

ℓ=j

Dℓ


 ≦ Pτ (Dj0) = P0(Dj0) ≦ α

である．ゆえに，定理の主張は証明された．

4.2 Williams型多重比較検定法

2 ≦ ℓ ≦ k となる任意の ℓ に対して，統計量 T o
ℓ と µ̃o

ℓ

を，

T o
ℓ ≡

√
n(µ̃o

ℓ − Ȳ·1)√
2σ̃2

µ̃o
ℓ ≡ max

2≦s≦ℓ

ℓ∑
j=s

Ȳ·j

ℓ− s+ 1

で定義する．このとき，µ̃o
ℓ は，µ2 ≦ µ3 ≦ · · · ≦ µℓ の下

での，µℓ の最尤推定量である．自由度m ≡ (ℓ− 1)(n− 1)

とし，Williams型統計量 T o
ℓ の上側 100α%点 td(ℓ,m;α)

を文献 [4] の付表 24 の数値とするとき，水準 α の多重比

較検定として T o
ℓ に基づいた手法 [2]が提案できる．

[2] T o
ℓ に基づく多重比較検定

j ≦ ℓ ≦ k となる任意の ℓに対して，T o
ℓ > td(ℓ,m;α)な

らば，{帰無仮説 Hj vs.対立仮説 HA
j |j = 2, · · · , k}に対

する水準 α の多重比較検定として帰無仮説 Hj を棄却し，

対立仮説 HA
j を受け入れ τ1 < τj と判定する．

定理 2 [2]の検定方式は水準 αの多重比較検定である．

定理 2の証明は本稿に記載した．これ以降，4.1節の検定

法を「Page型」，4.2節の検定法を「Williams型」と表記

する．

5 処理群ごとの検出力の比較

　繰り返し回数を 100,000 回のシミュレーションによ

り，各検定法の処理群ごとの検出力の比較を行う．j =

2, · · · , k のとき，NTj(re)を

NTj(re) =

{
1 (帰無仮説 Hj が棄却される場合)

0 (帰無仮説 Hj が棄却されない場合)

として，対立仮説 HA
j の検出力 PTj(re)を

PTj(re) ≡
1

rep

rep∑
re=1

NTj(re)

とおいた．ただし，repはシミュレーションの繰り返し回数

である．n = 11, 21, k = 4, 5, 6, α = 0.05, rep = 100, 000



とし未知母数 τj を

τj(1) = ∆

(
j − 1

k

k∑
ℓ=1

ℓ

)

τj(2) = ∆

(
j2 − 1

k

k∑
ℓ=1

ℓ2

)

τj(3) = ∆

(√
j − 1

k

k∑
ℓ=1

√
ℓ

)

τj(4) = ∆

(
log j − 1

k

k∑
ℓ=1

log ℓ

)
と設定しシミュレーションを行った．このとき，∆ の値

は Page 型における対立仮説 HA
k−1 の検出力が 0.7 に近

くなるように定めた．表 3,4,5,6 は n = 21, k = 5, τj =

τj(1), · · · , τj(4)の場合の結果である． HA
3 ,HA

4 ,HA
5 は

表 3 n = 21, k = 5, τj(1)

対立仮説 Page型 Williams型
HA

2 0.11370 0.12606

HA
3 0.37273 0.35994

HA
4 0.71364 0.66141

HA
5 0.93695 0.88958

表 4 n = 21, k = 5, τj(2)

対立仮説 Page型 Williams型
HA

2 0.08206 0.08704

HA
3 0.34550 0.32377

HA
4 0.81229 0.75789

HA
5 0.99586 0.98507

表 5 n = 21, k = 5, τj(3)

対立仮説 Page型 Williams型
HA

2 0.15151 0.16942

HA
3 0.41956 0.41598

HA
4 0.71099 0.67415

HA
5 0.90370 0.86328

表 6 n = 21, k = 5, τj(4)

対立仮説 Page型 Williams型
HA

2 0.19321 0.22400

HA
3 0.46036 0.47629

HA
4 0.70054 0.68766

HA
5 0.86599 0.84410

Page 型の検出力が Williams 型を上回ることが多かった

が，HA
2 は Page 型の検出力よりもWilliams 型の検出力

のほうが高かった．

6 総対検出力の比較

繰り返し回数 100,000回のシミュレーションにより，各

検定法の総対検出力の比較を行う．j = 2, 3, 4, τ1 < τ2 の

とき NTT (re)を

NTT (re) =

{
1 (帰無仮説 Hj がすべて棄却される場合)

0 (それ以外の場合)

として，総対検出力 APP を

APP ≡ 1

rep

rep∑
re=1

NTT (re)

とおいた．ただし，rep は繰り返し回数である．n =

11, 21, k = 4, α = 0.05, rep = 100, 000 として，5 章

で設定した τj(2) を除く未知母数についてそれぞれシ

ミュレーションを行った．このとき，∆ の値は Page 型

の総対検出力が 0.5 に近くなるように定めた．表 7,8

は，n = 11, 21 k = 4, α = 0.05 の場合の結果である．

n = 11, 21 のどちらの場合でも Page 型の検出力が

表 7 n = 11, k = 4, α = 0.05

母数 Page型 Williams型
τj(1) 0.5061 0.49488

τj(3) 0.50125 0.49074

τj(4) 0.50314 0.49102

表 8 n = 21, k = 4, α = 0.05

母数 Page型 Williams型
τj(1) 0.49849 049274

τj(3) 0.50476 0.49881

τj(4) 0.50271 0.49706

Williams型よりも高くなっていた．また，τj(2)の総対検

出力は 0.5に近づかなかったため省略した．

7 おわりに

本研究では線形型統計量を基にした多重比較検定法を提

案することができた．また，Williams型多重比較検定法を

提案した．シミュレーションにより検出力の比較を行った

結果，棄却される帰無仮説の個数が多い場合はWilliams

型の検出力のほうが高く，棄却される帰無仮説が少ない場

合は Page 型の検出力のほうが高くなることが分かった．

総対検出力は Pageg型がWilliams型よりも一様に高くな

ることが分かった．
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