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1 はじめに

目標値の任意の変化に追従するサーボ系は，制御理論を

実際のシステムに適用する際, 特に重要な技術である．線

形系に対するサーボ制御器設計は，Francisによる研究 [1]

などによって完成され，非線形系への拡張は，Isidori と

Byrnes，Huang による研究 [2][3]が重要である．さらに，

制御器設計における問題の一つとして，制御対象のモデル

化誤差や定値外乱が挙げられる．そのため制御器の設計を

行う際，制御対象に積分補償を加えた拡大系を考えること

でロバスト化を図る.

一方，実際のシステムにおいて，安全性の保護や回路の

保護，物理的限界などのため制約が課されることがある．

さらに，制約条件を満足する制御器は必然的に非線形系と

なる．そのため，システムに対する制御器の設計とは別に

制約条件を考慮するための補償器等を設計する方法がとら

れている．しかしこれらの手法は，制御器の性能の劣化や

システムの不安定化に繋がる可能性が考えられ，また最適

性も損なわれる．

このような背景から，制約条件を考慮したより高い性能

をもつ制御系を設計するには，線形システムであっても非

線形最適制御問題として扱う必要がある. 近年, 状態量に

非線形性を有するシステムに対する Hamilton-Jacobi 方

程式の近似解を求める手法として安定多様体法 [4] とよば

れる手法が提案され，様々な非線形システムへ適用され，

その効果や実用性が倒立振子の振り上げ安定化制御の研究

などによって報告されている．この手法では入力変換シス

テムの導入, Lagrange の未定乗数法を導入した不等式制

約を考慮した最適制御器設計の研究 [5][6]などによって飽

和を扱うことが可能になった. また，安定多様体法の拡張

である中心安定多様体法 [7] が提案され非線形最適出力レ

ギュレーション問題の近似解を求めることで非線形最適

サーボ制御器設計の可能性が示されている. また, 本稿で

は積分補償を加えた非線形最適サーボ制御器設計について

示す.

本研究では座標変換によって不等式制約を考慮した非線

形システムに対して積分型非線形最適サーボ制御器を設計

する手法を提案する. また, 提案手法の効果を実証するた

めに数値例題を用いて検証を行う.

本稿の構成は，第 1章では本研究の背景と目的について

示した. 第 2章で不等式制約を考慮した積分型非線形最適

サーボ制御器の設計法について示す. 第 3章で数値例題を

用いて得られた Hamilton 正準系の解を時間応答で示す.

最後に, 第 4章で本稿のまとめについて示す.

2 不等式制約を考慮した積分型非線形最適サー
ボ制御器の設計

不等式制約を考慮したシステムに対して中心安定多様体

理論を適用することで, 不等式制約を考慮した積分型非線

形最適サーボ制御器を実現する. 不等式制約を考慮するた

めに, 座標変換を用いることで, 不等式制約を含む非線形

システムを導出する. そしてそのシステムに対して, 評価

関数を最小化する最適制御問題を取り扱う. そこで本章で

は, 以下の 3つの stepを踏むことで不等式制約を考慮する

制御器の設計を実現する.

• step1: 制約式を有する座標変換によって, システム

Σx は制約式を含むシステム Σξ へ変換される.

• step2: 不等式制約を表現するために arctan関数を導

入し, 制約式を arctan関数で表現する. これらの処理

を踏むことで, 不等式制約を考慮した非線形システム

を導出できる.

• step3: step2で導出された不等式制約を考慮した非線

形システムに対して, 評価関数を最小化する最適制御

問題を考える.

2.1 問題設定

状態 x(x1, · · · , xn) の座標系で表される以下の状態方
程式

ẋ = f(x) + g(x)u, x(0) = x0 (1)

および誤差（出力）方程式

e = h(x,w) (2)

さらに, 誤差方程式の積分を加えた拡大システム

ż = e (3)

についてサーボ問題を考える. ここで, 目標信号は以下で

表される外部システムから生成されるものとする.

ẇ = Sw, (S = 0), w(0) = w0 (4)

ただし, x ∈ Rn, u ∈ R, w ∈ R, z ∈ R, f(·) : Rn → Rn,

g(·) : Rn → Rn である. また, 以下 (1) 式から (4) 式を

まとめてシステム Σx と呼ぶ. 定義したシステム Σx に対

して, 以下の評価関数を最小化する制御器の設計を考える.

ただし, 相対次数が 1の場合について設計方法を述べる.

Jx =
1

2

∫ ∞

0

(eTQ1e+ zTQ2z + ėTRė)dt,

Q1 ≥ 0, Q2 ≥ 0, R > 0
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ここで, システム Σx に不等式制約

γ1 < C(x) < γ2, γ1, γ2 = const. (5)

を課す.

2.2 step1: 制約式を含む非線形システムの導出

状態 xの座標系で表されるシステム Σx に対して座標変

換を行い, 新たな座標系 ξ(ξ1, · · · , ξn)で表されるシステム
Σξ を導出する．ここで，新たに座標系を ξ で表せば

ξ = ϕ(x), ξ ∈ Rn (6)

が座標変換を表す. ただし, ξ の n番要素は不等式制約 (5)

式の制約式 C(x)を使って

ξn = C(x)

で表される. 座標変換 (6)式の逆変換は

x = ϕ−1(ξ) (7)

で表される．座標変換 (6)式の両辺を時間微分することで，

ξ̇ =
∂ϕ(x)

∂x
ẋ =

∂ϕ(x)

∂x
{f(x) + g(x)u}

が導出される. さらに逆変換 (7) 式を代入することで, 新

たな座標系 ξ で表される状態方程式, 誤差方程式は以下の

ように導出される.

ξ̇ =
∂ϕ(ϕ−1(ξ))

∂x
f(ϕ−1(ξ)) +

∂ϕ(ϕ−1(ξ))

∂x
g(ϕ−1(ξ))u

= f̂(ξ) + ĝ(ξ)u

e = ĥ(ξ, w)

したがって, ξ 座標系で表されるシステム Σξ, 評価関数 Jξ

は以下で表される.

Σξ :


ξ̇ = f̂(ξ) + ĝ(ξ)u

e = ĥ(ξ, w)
ż = e
ẇ = Sw

(8)

Jξ =
1

2

∫ ∞

0

(eTQ1e+ zTQ2z + ėTRė)dt, (9)

Q1 ≥ 0, Q2 ≥ 0, R > 0

ただし，∂ϕ(x)/∂xは

det

{
∂ϕ(x)

∂x

}
̸= 0

である.

2.3 step2: arctanの導入

step1では制約式 C(x)を含むシステムになっているが,

不等式制約を考慮したシステムになっていない. そこで,

システム Σξ 第 1式の n番要素である ξn をシグモイド関

数などに置き換えることで, システム Σξ(8)式は不等式制

約を考慮したシステムとなる. 本稿では, arctan の関数

を用いるが, 他の関数でも適用は可能である. 新たに変数

ν ∈ Rを導入し, システム Σξ 第 1式の n番要素である ξn

を arctanの関数 η(ν)を用いて

ξn =η(ν) = a · arctan(b · ν) + c,

ν ∈ R, a, b, c = const. (10)

と定義する. ここで, パラメータ a, b, cを適切に決めれば,

ν がどのような応答を示しても ξn は不等式制約 (5) 式の

制約内で応答を示すことになる. 初期値を考えるときなど,

常に (10) 式が成り立つことに注意されたい. (10) 式の両

辺を時間微分すると，

ξ̇n =
∂η(ν)

∂ν
ν̇

で表現される. システム Σξ 第 1 式の n 番要素 ξ̇n =

f̂n(ξ) + ĝn(ξ)uより,

∂η(ν)

∂ν
ν̇ = f̂n(ξ) + ĝn(ξ)u

の関係が成り立つ. ここで, ν̇ を新たな制御入力 ūを

ū = ν̇

とする. ξ 座標系の制御入力 uは新たな制御入力 ūを使っ

て以下のように表される．

u = − f̂n(ξ)
ĝn(ξ)

+
∂η(ν)
∂ν

ĝn(ξ)
ū = ψ(ξ, ν, ū) (11)

ただし, u = ψ(ξ, ν, ū) を入力変換と呼ぶ. 入力変換 (11)

式をシステム Σξ 第 1 式に代入することで, ξ, ν で表され

るシステム Σξ,ν , 評価関数 Jξ,ν が以下のように導出され

る. ここで ξn との関係を持つ ν を導入したため, ν を含む

拡大システムとなる.

Σξ,ν :


[
ξ̇
ν̇

]
= f̄(ξ, ν) + ḡ(ξ, ν)ū

e = h̄(ξ, ν, w)
ż = e
ẇ = Sw

(12)

Jξ,ν =
1

2

∫ ∞

0

(eTQ1e+ zTQ2z + ėTRė)dt, (13)

Q1 ≥ 0, Q2 ≥ 0, R > 0

システム Σξ,ν(12) 式は不可制御となる. そこで，(10) 式

より, ξn を η(ν)に置き換えることで, 可制御であるシステ

ム Σξ,ν (12)式, 評価関数 Jξ,ν(13)式は以下に書き換えら

2



れる.

Σξ̄,ν :



[
˙̄ξ
ν̇

]
=

[
f̄1,··· ,n−1(ξ̄, ν)

0

]
+

[
ḡ1,··· ,n−1(ξ̄, ν)

1

]
ū

e = h̄(ξ̄, ν, w)
ż = e
ẇ = Sw

(14)

Jξ̄,ν =
1

2

∫ ∞

0

(eTQ1e+ zTQ2z + ėTRė)dt, (15)

Q1 ≥ 0, Q2 ≥ 0, R > 0

ただし, ξ̄ = [ξ1, · · · , ξn−1]
T である. ここで, システム

Σξ̄,ν(14) 式と評価関数 Jξ̄,ν(15) 式を以下のように定義

する.

Σx̃ :



˙̃x = f̃(x̃) + g̃(x̃)ũ =

[
f̄1,··· ,n−1(ξ̄, ν)

0

]
+

[
ḡ1,··· ,n−1(ξ̄, ν)

1

]
ū

e = h̃(x̃, w̃) = h̄(ξ̄, ν, w)
ż = e
˙̃w = Sw̃

(16)

Jx̃ =
1

2

∫ ∞

0

(eTQ1e+ zTQ2z + ėTRė)dt, (17)

Q1 ≥ 0, Q2 ≥ 0, R > 0

ただし, x̃ = [ξ̄T, ν]T, ũ = ū, w̃ = wである. また，システ

ム Σx̃ は次のように線形化する．

A =
∂f̃(x̃)

∂x̃

∣∣∣∣∣
x̃=0

, B = g̃(0),

C =
∂h̃(x̃, w̃)

∂x̃

∣∣∣∣∣
x̃=0,w̃=0

, Q =
∂h̃(x̃, w̃)

∂w̃

∣∣∣∣∣
x̃=0,w̃=0

2.4 step3: 中心安定多様体法の適用

不等式制約を考慮した非線形システム Σx̃(16)式と評価

関数 Jx̃(17) 式に対して積分型非線形最適サーボ制御器の

設計を行う. 動的計画法を用いて Hamilton-Jacobi方程式

の導出を行う．システム Σx̃(16) 式と評価関数 Jx̃(17) 式

の最適制御問題に対する Pre-Hamiltonian:HD は

HD(x̃, z, w̃, px̃, pz, pw̃, ũ) =

pTx̃ (f̃ + g̃ũ) + pTz h̃+ pTωSw̃ +
1

2
FT
x̃w̃Q1Fx̃w̃

+
1

2
zTQ2z +

1

2
(Ex̃w̃ +Dx̃ũ)

TR(Ex̃w̃ +Dx̃ũ)

となる．ただし,

Fx̃w̃ = F0x̃x̃+ F0w̃w̃ +O(|x̃|2, |w̃|2)
Ex̃w̃ = E0x̃x̃+ E0w̃w̃ +O(|x̃|2, |w̃|2)

= Lf̃ h̃(x̃, w̃) + Lsh̃(x̃, w̃)

Dx̃ = D0 +O(|x̃|) = Lg̃h̃(x̃, w̃)

である. O(|x̃|2, |w̃|2), O(|x̃|) は非線形部分を表し,

Fx̃w̃, Ex̃w̃, Dx̃ の線形部分 F0x̃, F0w̃, E0x̃, E0w̃, D0 と Lie

微分 Lf̃ h̃(x̃, w̃), Lg̃h̃(x̃, w̃), Lsh̃(x̃, w̃) は以下のように定

義する.

F0x̃ = C,F0w̃ = Q,E0x̃ = CA,E0w̃ = QS,D0 = CA,

Lf̃ h̃(x̃, w̃) =
∂h̃(x̃, w̃)

∂x̃
f(x̃), Lg̃h̃(x̃, w̃) =

∂h̃(x̃, w̃)

∂x̃
g(x̃),

Lsh̃(x̃, w̃) =
∂h̃(x̃, w̃)

∂w̃
Sw̃

HD を最小化する制御ベクトル u∗ は

∂HD

∂ũ
= g̃Tpx̃ +DT

x̃REx̃w̃ + (DT
x̃RDx̃)ũ = 0

を解くことで

u∗(x̃, w̃, px̃) = −(DT
x̃RDx̃)

−1(g̃Tpx̃ +DT
x̃REx̃w̃)

と得られる. Hamilton-Jacobi 方程式は u∗(x̃, w̃, px̃) を

HD に代入することで以下のように得られる．

pTx̃ (f̃ + g̃u∗(x̃, w̃, px̃)) + pTz h̃+ pTw̃Sw̃ +
1

2
FT
x̃w̃Q1Fx̃w̃

+
1

2
zTQ2z +

1

2
(Ex̃w̃ +Dx̃u

∗(x̃, w̃, px̃))
TR

(Ex̃w̃ +Dx̃u
∗(x̃, w̃, px̃)) = 0

また Hamilton正準系は, 以下のように求まる．
˙̃x
ż
˙̃w
ṗx̃
ṗz
ṗw̃

 =


Āx̃+ P̄ w̃ + R̄Bpx̃

Cx̃+Qw̃
Sw̃

Q̄1x̃+ Q̄2w̃ − ĀTpx̃ − CTpz
−Q2z

Q̄T
2 x̃+ Q̄3w̃ − P̄Tpx̃ −QTpz − STpw̃



+


Nx̃0(x̃, w̃, px̃)
Nz0(x̃, w̃)
Nw̃0(w̃)

Npx̃0(x̃, w̃, px̃, pz)
Npz0(z)

Npw̃0(x̃, w̃, px̃, pz, pw̃)


ただし，

Ā = A−BD−1
0 E0x̃, P̄ = −BD−1

0 E0w̃,

R̄B = −(BD−1
0 )R−1(BD−1

0 )T, Q̄1 = −FT
0x̃Q1F0x̃,

Q̄2 = −FT
0x̃Q1F0w̃, Q̄3 = −FT

0w̃Q1F0w̃

である．ここで，Nx̃0, Nz0, Nw̃0, Npx̃0, Npz0, Npw̃0 は

Hamilton正準系の非線形項である．また，Nx̃0, Nz0, Nw̃0,

Npx̃0, Npz0 は x̃, z, w̃, px̃, pz の関数であり，pw̃ に依存し

ないことがわかる. Hamilton 正準系を対角化したシステ

ムに対して中心安定多様アルゴリズムを適用することで,

Hamilton正準系の解 x̃(t), z(t), w̃(t), px̃(t), pz(t)が得ら

れる. その解に対して多項式近似もしくは線形補間等を用

いて媒介変数 t を消去することで px̃(x̃, z, w̃) が導出され
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る. したがって不等式制約を考慮したフィードバック形式

の積分型非線形最適入力

u∗(x̃, z, w̃)

= −(DT
x̃RDx̃)

−1(g̃Tpx̃(x̃, z, w̃) +DT
x̃REx̃w̃)

が設計できる.

3 数値例題

数値例題に対して第 2 章で示す提案手法を適用し,

Hamilton正準系の解を時間応答で示し評価を行う.

3.1 問題設定

状態 x1, x2 の座標系で表されるシステム Σx を以下に

示す.

Σx :


ẋ =

[
10x1 + 5x2
0.001x1 + x2

]
+

[
1
1

]
u

e = w − x1
ż = e(x,w)
ẇ = Sw, S = 0

また，以下のような不等式制約を課す.

−2.7 < x2 < 2.7

重み行列を Q1 = 1e−4, Q2 = 10, R = 10, arctan の関

数で表現される (10) 式の定数を a = 2.7/(π/2), b = 10,

c = 0と定める. Hamilton正準系を導出し, 中心安定多様

体アルゴリズムを 5回適用する.

3.2 Hamilton正準系の解を時間応答で評価

提案法の有用性を示すために, Hamilton正準系を解くこ

とで得られる提案手法の解と, 線形最適制御器でのシミュ

レーション結果を図 1から 4に示す. このとき, 目標値を

1とする. また, 線形最適制御器では提案手法と同様の評価

関数を用いることで設計する. 提案手法において, 多項式

近似もしくは線形補間などによって十分な精度でフィード

バック形式の最適入力を導出できると仮定して評価する.

状態 x2 において, 線形最適制御器では time= 1[s] あた

りで制約を超える応答を示しているが, 提案手法では制

約を満たす応答が得られた. このことから, 不等式制約

を満たす制御器が設計可能であると言える. 評価関数に

ついて, 提案手法では JNL = 3.219, 線形最適制御器では

JL = 3.217であった. 本例題では線形システムについて取

り扱っているため, 線形システムに対して設計した線形最

適制御による応答が最適な応答であり, 提案法より線形最

適制御での評価関数が小さくなることは必然的である.

4 おわりに

本研究では, 座標変換を用いることで不等式制約を考慮

した非線形システムの導出を行った. また, 誤差方程式の

積分補償を加えた拡大システムを考えた. そして積分補

償を加えた非線形システムに対して, 中心安定多様体法を

適用することで, 不等式制約を考慮した積分型非線形最適

図 1 状態 x1 の時間応答 図 2 状態 x2 の時間応答

図 3 積分値 z の時間応答 図 4 制御入力 uの時間応答

サーボ制御器の設計を実現した. また数値例題によって,

不等式制約を満たす制御器設計が可能であることを示した.
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