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1 はじめに

制限三体問題の特異なダイナミクスとして周期軌道の
不変多様体が注目を集めている．NASAのジェネシス計
画ではL1点のハロー軌道へ宇宙機を投入し太陽風のサン
プル収集して地球に持ち帰った．この地球へ帰還させる
際に，ハロー軌道の不安定性である不安定多様体を利用
した．ハロー軌道の不安定多様体を利用することで，ご
くわずかな摂動を与えることによって地球への帰還を可
能にした．現在，観測ミッション要求の多様化・複雑化
に伴い周期軌道間を遷移するような軌道計画が求められ
ている [1, 2]．周期軌道間の遷移において，軌道それぞれ
の不安定多様体と安定多様体を計算し，それらを繋げる
ことで少ないエネルギーで軌道間の遷移が可能である．
そこで本研究では，地球‐月系円制限三体問題におけ
る L1ハロー軌道から L2ハロー軌道へ遷移する制御系設
計を不変多様体計算に基づいて行う．一般的に不変多様
体の計算は線形近似ダイナミクスを用いるが，制限三体
問題は非線形ダイナミクスであるためそれでは，精度よ
く不変多様体を計算できていない [3]．そこで，非線形ダ
イナミクスを用いて不変多様体を計算することがでる手
法を用いる [4]．この手法は，積分漸化式を逐次的に数値
計算を行うため計算コストが低い．

2 円制限三体問題

初めに円制限三体問題の運動方程式について考える．2

つの主天体と宇宙機からなる系をFig. 1に示す．地球を質
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Fig. 1 円制限三体問題における回転座標系

量M1の主天体 1とし，月を質量M2の主天体 2とする．
そして質量の合計が 1に正規化されている．これらの質量
は，質量比 µ = M2/(M1 +M2)を用いることで，それぞ
れ 1−µと µで表される．これらの天体は，共通の質量中
心を中心に反時計回りに平面内を回転し，角速度は 1に正
規化されている．第 3の天体として扱う宇宙機は，3次元
空間を自由に運動することができ，その運動は原点に影響

しないと仮定されている．原点が質量の中心にあり，地球
が (x, y, z) = (−µ, 0, 0)，月が (x, y, z) = (1−µ, 0, 0)

となるように回転座標系を定める．回転座標における宇
宙機の位置を r = [x, y, z]T とすることで，この運動方
程式は次の 2次形式で表すことができる． ẍ− 2ẏ

ÿ + 2ẋ

z̈

 = −∂Uc

∂r
(1)

ここで Uc はポテンシャル関数であり

Uc(x, y, z) = −1

2
(x2 + y2)− 1− µ

r1
− µ

r2

また，r1, r2 は，

r1 =
√

(x+ µ)2 + y2 + z2

r2 =
√

(x− 1 + µ)2 + y2 + z2

である．このとき，ラグランジュ点のL1点は (x, y, z) =

(l1, 0, 0)，L2 点は (x, y, z) = (l2, 0, 0)にある．これ
に対し，状態量を qc = [x, y, z, ẋ, ẏ, ż]T として式 (1)

は以下のように表される．

q̇c = f(qc) (2)

このとき，右辺の関数 f(q)は以下の式で表される．

f(qc) =



ẋ

ẏ

ż

2ẏ − ∂Uc

∂x

−2ẋ− ∂Uc

∂y

−∂Uc

∂z


(3)

3 制限三体問題における不変多様体

3.1 フロケ理論

周期系システムの線形解析では，周期系システムにお
ける状態量からの誤差を表す変分方程式を軌道上で線形
化した線形時変システムを用いることで，誤差の発散・収
束性から安定性を判別する．独立変数を tとした周期系シ
ステムを qc(t), qc(t+T ) = qc(t)，T を周期とする．また，
そこからの誤差を qe(t)とする．このとき，q̇c(t) = f(qc)

とすると，ずれた点の方程式は

q̇c(t) + q̇e(t) = f(qc + qe)

となることから，誤差系の方程式は以下のように表される．

q̇e(t) = f(qc + qe)− f(qc)



この式に対して，テイラー展開を用いて整理すると以下
のような周期系システムとして考えることができる．

q̇e(t) =
∂f

∂q

∣∣∣∣
q=qc(t)

qe +O(|qe|2) (4)

ここで，係数行列を Ac(t)，非線形項をNc(t)とする．

Ac(t) =
∂f

∂q

∣∣∣∣
q=qc(t)

, Nc(t) = O(|qe|2)

この係数行列も qcと同様に周期性を持つことから，以下
の線形周期系システムを考える．

q̇e(t) = Ac(t)qe (5)

式 (5)において，初期位相 τ0における状態を qe(τ0)とす
ると，微分方程式の解は以下のように表すことができる．

qe(t) = Φ(t, τ0)qe(τ0)

ここで，Φ(t, τ0)は状態遷移行列を表しており，以下の
微分方程式の解である．

Φ̇(t, τ0) = Ac(t)Φ(t, τ0) , Φ(τ0, τ0) = I6×6 (6)

この状態遷移行列はシステムの周期性より Φ(t+ T, τ0 +

T ) = Φ(t, τ0)の双周期性を有する．そして，式 (6)を一
周期時間 T で積分することでモノドロミー行列M が得
られる．モノドロミー行列の固有値 λ(特性乗数)を調べ
ることで，誤差 qeの挙動がわかり周期軌道の安定性を解
析することができる．

3.2 フロケ・リアプノフ変換

式 (4)に対して，フロケ・リアプノフ変換を行う．フロ
ケ・リアプノフ変換は座標変換行列 S(t)を用いて時変シ
ステムを時不変システムに変換する手法である．座標変
換として以下の式を考える．

qe(t) = S(t)q̂e(t) , S(t+ T ) = S(t)

この座標変換に対して座標変換後のシステムを

˙̂qe(t) = Âq̂e + N̂(t) (7)

とする．座標返還前と座標変換後には以下の関係が成り
立つ．

Ṡ(t) = A(t)S(t)− S(t)Â

N(t) = S(t)N̂(t)

この微分方程式に対して，初期角度 τ0 における状態を
S(τ0) = I6×6 として解くと，Âを定数行列にするような
座標変換行列 S(t)は，微分方程式の解として以下のよう
に表すことができる [5]．

S(t) = eÂ(t−τ0)S(τ0)Φ(τ0, t) (8)

ここで，システムの周期軌道の初期値からの一周期分を
t = τ0 + T とすることで

M = eÂT

となる．この Âがフロケ要素と呼ばれるものであり，こ
れをシステム行列とする．よって式 (7)に対して，ブロッ
ク対角化を施すことで，安定・不安定多様体法に適用可
能となる．

4 制限三体問題における周期軌道

4.1 ハロー軌道

円制限三体問題において平衡点近傍には，そのの中心多
様体として平面リアプノフ軌道が存在する．初めに，中
心多様体法を用いることで小さなリアプノフ軌道を求め，
この周期軌道に対して近傍の同種の軌道を繰り返し求め
ていくことでリアプノフ軌道を拡大していく．このとき，
特性乗数の中心固有値の変化を観察していくと，あると
ころで実部が 1虚部が 0になる．これは異なる周期軌道
の存在を示しており，この中心成分から励起される運動
によって z 軸に振幅を持つハロー軌道を得ることができ
る [6]．そして，このハロー軌道を基に近傍の同種の軌道
を求めていくことで Fig. 2に示すようなハロー軌道群を
得ることができる．このハロー軌道の計算において，そ
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Fig. 2 L1 ハロー軌道群と L2 ハロー軌道群

れぞれのラグランジュ点と月との距離 (1 − µ − l1 およ
び l2 − 1 + µ) を 1 とする正規化を行い，ラグランジュ
点を原点としていることに注意されたい．Fig. 2におい
て，赤線で示されているハロー軌道に対して，遷移軌道
の計算を行う．L1, L2点のハロー軌道の周期はそれぞれ
T1 = 2.788, T2 = 3.144であり，特性乗数 λ1, λ2 を以下
に示す．

λ1


431.622

0.115± 0.993i

0.999± 1.468i× 10−8

2.316× 10−3

, λ2


233.286

0.541± 0.841i

−0.069± 0.998i

4.287× 10−3

これらより，得られたハロー軌道がそれぞれ，一周期後
に誤差が増幅する運動を示す不安定固有値 (絶対値 > 1)

が 1つ，一周期後に誤差が減衰する運動を示す安定固有
値 (絶対値 < 1)が 1つ，一周期後にもとに戻ってくるよ
うな運動を示す中心固有値 (絶対値 = 1)を 4つ持つ不安
定周期軌道であることがわかる．L1 ハロー軌道から L2

ハロー軌道へ遷移する制御系設計を安定多様体と不安定
多様体の計算を基にして行う．



4.2 フロケ要素の導出

得られた周期解 qc(t)とそこからの誤差 qe(t) = q − qc
について誤差システムを考える．

q̇e = Ac(t)qe +Nc(t)

この時，周期解の周期を T とすると，Ac(t + T ) = Ac，
Nc(t+ T ) = Ncとなる．このもとで，座標変換後の状態
を q̂e として線形部分を時不変とする座標変換を行う．

qe(t) = S(t)q̂e(t)

これにより，線形部分が時不変のシステムは次のように
次のように表される．

˙̂qe(t) = Âq̂e + N̂c, Â : Constant matrix

ここで，N̂c = S(t)−1Nc(t)である．この時不変化された
システム行列 Âをブロック対角化し，安定多様体法と不
安定多様体法を適用する．

5 ハロー軌道間の最適遷移軌道計画

5.1 安定多様体と不安定多様体

前節で得られたハロー軌道にフロケ・リアプノフ変換を
適用した線形部時不変システムのシステム行列をブロッ
ク対角化したシステムに対して安定多様体法と不安定多
様体法を用いることで，周期軌道の安定多様体および不
安定多様体の計算を行った．Fig. 3にその結果を示す．こ
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Fig. 3 L1ハロー軌道の不安定多様体と L2ハロー軌道の
安定多様体 (x− y平面)

の中から，不安定多様体の終端と安定多様体の始端の距
離が近い 1組を選ぶことによって，遷移軌道計算におけ
る初期軌道とする．

5.2 最適制御問題設定

xyz 方向に任意の入力が加えられると仮定し，入力を
u = [ux, uy, uz]

T として状態方程式を以下のように与
える．

q̇c = f(qc) +Bu, B =

[
O3×3

I3×3

]
(9)

入力に関して最適な制御則を得るために，このシステム
に対して以下の評価関数を与える．

J =

∫ tf

0

u2dt (10)

ここで tf は 2点境界値問題を解く上での初期軌道の終端
時刻を表す．式 (9),(10)によって定義される最適制御問
題に対応する Hamiltonian H(t, qc, u, p)は以下のように
表される．

H(t, qc, u, p) = pT {f(qc) +Bu}+ uTu

ここで pは随伴変数である．このとき，Hamiltonianを
最小化する入力 u∗ は

u∗ = −1

2
BTp(t)

と与えられる．そして，Hamiltonの正準方程式は次のよ
うに定義される．{

q̇∗c = ∂H
∂p (t, qc, u

∗, p)

ṗ∗ = − ∂H
∂qc

(t, qc, u
∗, p)

(11)

L1 ハロー軌道の不安定多様体の終端が，L2 ハロー軌道
の安定多様体の始端と一致するように，式 (11)の 2点境
界値問題をを解くことで遷移制御を行う．この式の解は
最適入力印加時の最適軌道 q∗c (t)が得られ，またその軌道
に沿って u∗(t, p) = 1

2B
Tpの値を得ることで最適フィー

ドフォワード入力が得られる．

5.3 2点境界値問題

Fig. 3において，安定多様体および不安定多様体は x =

1− µの距離まで計算されている．x = 1− µにおける安
定多様体と不安定多様体は y − z 平面上で Fig. 4のよう
になっており，y が負と正の２つの位置で距離が近いこ
とがわかる．そのため，本研究では x = 1 − µにおいて
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Fig. 4 x = 1− µにおける不安定多様体の終端と安定多
様体の始端

y が負の位置を通る遷移軌道を考える．以下の 3つのス
テップでハロー軌道間の最適な遷移軌道を得る．

Step1 L1ハロー軌道の不安定多様体の終端と，L2ハロー
軌道の安定多様体の始端の距離の近い一組を選択す
る．Fig. 3より，選択された不安定多様体および安
定多様体を Fig. 5に示す．



0.8 0.9 1 1.1 1.2

 x

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

 y

Unstable Manifold

Stable Manifold

Halo orbit

Fig. 5 選択された安定多様体と不安定多様体 (x−y平面)

Step2 Step1で選択された不安定多様体を初期軌道とし，
その終端を安定多様体の始端と一致するように最適
制御における 2点境界値問題を解くことで遷移軌道
が得られる．この結果を Fig. 6に示す．Step2で得
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Fig. 6 不安定多様体の終端を安定多様体の始端に一致さ
せた結果 (x− y平面)

られた遷移軌道に対して式 (10)の評価関数 J を計算
した結果は次のようになる．

J = 0.553

Step3 Step2で得られた遷移軌道に対して最適制御にお
ける 2点境界値問題を解くことで最適な遷移軌道を
得る．その結果を Fig. 7に示す．Step3で得られた
遷移軌道の評価関数の値 J は Step2と同様の計算で
次のようになる．

J = 0.067

評価関数の値が小さくなっていることから，より最
適な遷移軌道が得られたことがわかる．

6 おわりに

本研究では，地球‐月系円制限三体問題においてラグ
ランジュ点周りの周期軌道間の最適遷移軌道計画手法を
提案した．2つの周期軌道 (L1, L2ハロー軌道)に対して
非線形システムの不変多様体を直接計算する独自の計算
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Fig. 7 最適遷移軌道 (x− y平面)

手法を用いることでそれぞれの安定多様体と不安定多様
体を精度良く計算し，この不安定多様体を基にして最適
制御における 2点境界値問題を解くことによって，2つ
の周期軌道間の最適遷移軌道と，その軌道を実現する最
適なフィードフォワード入力が得られた．
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