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1 はじめに

世の中のプラントは一般に高次元である. 高次元プラ
ントをそのままの次元で設計すると，制御器は複雑にな
る. 高次元制御器は,低次元制御器と比較すると，いくつ
か問題点が挙げられる．

• 精度の高いコンピュータを使わなければならないこ
とからコストが多くかかる．

• 制御器のチューニングが，困難である．
上記の理由から，高次元制御器は扱いやすいものでは
ないため，一般に好まれない．また，産業界ではコスト
面などの理由から出力フィードバック系が多く用いられ
ている．これは，状態フィードバックと比較し，単純な
制御器を設計することにつながる．よって，本研究では，
構造が単純でありながら，制御性を保証する制御器をH∞
制御理論に基づき設計することを目的とし，間接法，直
接法の 2つのアプローチ方法を提案する．1つ目のアプ
ローチ方法として，間接法と呼ばれている手法で，高次
元モデルを平衡化打ち切り法により低次元化させ，この
低次元モデルに対して制御器を設計する．しかし，この
方法は，制御器を設計する上で，早い段階で近似してい
るので，制御器を設計するまでの段階で，小さな誤差が
最終的に大きな誤差を生じる結果となり得ることが考え
られる．この問題は，感度低減問題，ロバスト安定化問
題を同時に考える混合感度問題として扱うことで，追従
性，ロバスト性が保証される．2つ目のアプローチ方法と
して，直接法の一つの手法として考えられている方法で，
制御器の構造を PID制御器に固定し，制御器を設計する
[3],[4]．具体的には，評価関数として閉ループ系のH∞ノ
ルムと目標値応答と目標値との誤差面積を用い，最小化
を図ることで，構造が単純かつ，制御性の保証される制
御器を設計する．産業界では PID制御器が多く使われて
いることは知られている．その理由のうちの 1つとして，
構造の単純さが挙げられる．よって，後者の設計方法は
本研究の目的と一致する．また，2つのアプローチを考え
るとき，それぞれに対してパラメータのチューニングが
必要である．パラメータの決定には，幾度の試行錯誤が
余儀なくされる．よって，メタヒューリスティクスの分
野で，最も普及しているGA（Genetic Algorithm）を用
いて，自動的に求める [6]．二つのアプローチを検証する
実験装置として，三慣性実験装置を用いる．

2 低次元化-間接法-

2.1 平衡化実現

p出力m入力 n状態の次式のような安定な LTIモデル
P (s)を考える．

P (s) = {A,B,C,D} ∈ RHp × m
∞ (1)

つぎの，リアプノフ方程式

AX + XAT + BBT = 0 (2)

Y A + AT Y + CT C = 0 (3)

の解，すなわち，可制御グラミアンX，可観測グラミア
ン Y を次式のように同時対角化，すなわち平衡化する．

T−1XT−T = TT Y T = diag{σ1...σn} (4)

σi をハンケル特異値という．T を用いて平衡化実現をお
こなった．

P (s) = {T−1AT, T−1B,CT,D} (5)

σ1 ≥ ... ≥ σn ≥ 0 (6)

2.2 平衡化打ち切り法

平衡化されたモデル P (s)の状態空間表現において，状
態変数は可制御・可観測性の大きい順に並べられている．
よって nr < n次元モデルを切り取ることにより，低次元
モデルを構成する．

[
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ẋ2(t)

]
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]
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] [
x1(t)
x2(t)

]
+ Du(t)

(7)

y ∈ Rp,u ∈ Rm,x1 ∈ Rnr ,x2 ∈ Rn−nr

このとき，x1 が x2 よりも大きいハンケル特異値をもつ
ことから，その部分のみをモデルとして残して，nr 次元
モデルを次のように構成する．

P̂ (s) =

[
A11 B1

C1 D

]
(8)

2.3 H∞ 制御問題

H∞ 制御系における一般化制御対象を考える．（図 1）

図 1 H∞ 制御系



このとき，Gは，ノミナルプラントおよび周波数重み
関数から構成される．Gに関する入出力の関係は，[

z

e

]
= G(s)

[
w
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]
=
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G11(s) G12(s)
G21(s) G22(s)

][
w

u

]
(9)

y ∈ Rq, e ∈ Rp, w ∈ Rr, u ∈ Rm

で表される．wは外部入力であり，制御系に外部から加
えられる入力を表し，zは制御量で，制御によって小さく
したい量を表す．また，uは制御入力で，eは，偏差であ
る．Gを n次元システムとして状態空間表現で表すと下
式のようになる．

G(s) =

[
A B

C D

]
=

 A B1 B2

C1 D11 D12

C2 D21 D22

 (10)

ただし，A ∈ Rn × nである．式（10）に対して以下の可
解条件を満足するような標準H∞ 制御問題を考える．

A1. (A，B2)が可安定，(C2，A)が可検出
A2. D22 = 0

この条件を満たすとき，閉ループ系FL(G,K)を内部安
定化し，

∥ FL(G,K) ∥∞< γ (11)

を満たす制御器を設計する．

2.4 混合感度問題

図 2において wから，zまでのH∞ ノルムを γ 未満に
することで，閉ループ系の安定化を図る．

図 2 混合感度問題

図 2において，wから eまでの伝達関数を感度関数と
いい，S とあらわし，wから yまでの伝達関数を相補感
度関数といい，T とあらわす．このとき，

∥ WsS ∥∞< γ (12)

∥ WtT ∥∞< γ (13)

を満たす制御器を求める問題を混合感度問題という．一
般に，Sは追従特性にかかわるので，低周波数帯域で大き
くなるように，T はロバスト安定性にかかわるので，高周
波数帯域で小さくなるように，周波数重み関数Ws，Wt

を設定する．

3 低次元化-直接法-

3.1 構造制約のあるH∞ 制御器

図 3の I-PD制御系において, 制御器の構造をPID制御
器に固定し, H∞ 制御問題を考える．

図 3 I-PD制御系

このとき，
∥ Tzw ∥∞< γ (14)

を満足する kp，ki，kd を GAを用い求める．
ただし，各 PIDパラメータをランダムに与えると，系
が不安定になることが考えられる．この問題は，あらか
じめ系が安定になる PIDパラメータのみを用いてGAを
考えることで解決される．

4 三慣性実験装置への適用

図 4 三慣性実験装置
j1, j2 : モータの慣性モーメント [kgm2]
j3 : 負荷の慣性モーメント [kgm2]
c1, c2 : モータの粘性係数 [Nm/(rad/s)]
c3 : 負荷の粘性係数 [Nm(rad/s)]
k1, k2 : ねじり剛性 [Nm/rad]
T (t) : 制御入力 [Nm]
θ1(t), θ2(t), θ3(t) : 円盤の回転角度 [rad]

三慣性実験装置は disc1の下部にあるモータを回すこと
により，disc3の位置を制御する．このとき，運動方程式
より，プラントモデルの伝達関数は，下記のようになる．

G(s)=
5.2× 108

s6+3.911s5+5472s4+15930s3+5294000s2+7800000s
(15)



4.1 低次元制御器の実現-間接法-

式 (15)より，システムは積分特性を持つといえる．平
衡化打ち切り法の条件として，可到達，可観測で安定な
システムであることが必要である．
よって，式 (15)より 1/sをはずして低次元モデルを設
計することにする．なお，1/s は低次元モデルを求めた
後にもどすこととする．平衡化打ち切り法を用い，5次
数である元のプラントモデルを，3次数に低次元化した．
低次元化を行う際，元のモデルを P と低次元のモデル P̂

のインパルス応答を調べた．この結果を下に示す．

図 5 高次元モデル (P ) 図 6 低次元モデル (P̂ )
このように，ほぼ一致する結果が得られた．また，下
にボード線図を示す．この図より，周波数応答は低周波
数帯域では完全に一致していることがわかる．

図 7 P と P̂ のボード線図

次に，Wtを決定し，ロバスト安定性を保証する制御器
を設計する．

図 8 乗法的誤差∆m と重み関数Wt のボード線図

図 8の∆m より，Wt を決定した．Wt を以下に示す．

Wt =
398.1s + 2
s + 100

(16)

このときの目標値応答，及び入力電圧のシミュレーショ
ン結果を以下に示す．

図 9 目標値応答 図 10 入力電圧（U）

図 9より，ロバスト性を保証する制御器を設計できたこ
とがわかる．しかし，整定時間が約 2000秒かかる．よっ
て，次にWs を設定することにより，制御性能を向上さ
せる．Ws，Wt を用いる混合感度問題を考える．重み関
数Ws に GAを適用し求める．

Ws =
K

Ts + 1
(17)

とし，最良化する決定変数をK，T とした．
評価関数を，目標値応答と目標値との誤差面積，オー
バーシュート，定常偏差とした．各パラメータとして，世
代を 50，個体数を 10，交叉率を 0.6，突然変異率を 0.02，
K，T の各ビット数を 10とした．

Ws は GAを適用させた結果，次式となった．

Ws =
5033

72.34s + 1
(18)

ここで得られたWs，Wtを用い，制御器を設計した．図
11に∆mとWt，Wsのボード線図，図 12，13にシミュ
レーション結果を以下に示す．

図 11 乗法的誤差∆mと重み関数Wt，Wsのボード線図

図 12 目標値応答 図 13 入力電圧（U）



図 12より，整定時間も約 1秒と早く，良い応答性が得
られたことがわかる．また，図 13より，モータの最大電
圧が約 5[V]ということを考慮すると，約 1.3[V]と適度な
電圧であることがわかる．

4.2 低次元制御器の実現-直接法-

図 3の I-PD制御系において，入力 wから制御量 z ま
でのH∞ノルムを γ未満にする PID制御器のパラメータ
kp，ki，kd を求める．

∥ Tzw ∥∞=∥ 1 + P (kp + kds)
1 + P{(kp + kds) + kI

s }
∥∞< γ (19)

このH∞制御問題をGAを用いて解き，kp，ki，kdを求
めた．最良化する決定変数を kp，ki，kdとし，評価関数
を ∥ Tzw ∥∞ とした．また，各 GAのパラメータとして，
世代を 200，個体数を 50，交叉率を 0.6，突然変異率を
0.02，kp，ki，kd の各ビット数を 10とした．
ここで，各 PIDパラメータをランダムに与えると，特
性方程式 1+P (s)K(s) = 0の根である閉ループ系の極の
実部が正になると応答が不安定になってしまうことがあ
る．この問題は，あらかじめ，系が安定になる PIDパラ
メータのみを用いて GAを考えることで解決される．
GA を適用した結果，得られた kp，ki，kd はそれぞれ
0.9179，0.0235，0.0049 となった．このときのH∞ ノル
ムは 1.0146だった．シミュレーション結果を下に示す．

図 14 目標値応答 図 15 入力電圧（U）

図 14より，安定化されていることがわかる．しかし，
整定時間が約 200秒と遅い．よって次に，評価関数に，目
標値応答と目標値との誤差面積を加えることで制御性の
向上を目指した．得られた kp，ki，kdはそれぞれ 0.9316，
0.7986，0.0029となった．このときのH∞ノルムは 2.122
だった．シミュレーション結果を以下に示す．

図 16 目標値応答 図 17 入力電圧（U）

この結果より，整定時間も約 4秒と良い結果が得られ
たことがわかる．

5 検証

下にシミュレーション結果と実験結果を示す．

図 18 目標値応答 図 19 実験結果

この結果から，シミュレーション結果と実験結果がほ
ぼ同じになったことがわかる．

6 おわりに

本研究では，構造が単純かつ，制御性を保証する制御
器の設計をすることを目的とし，アプローチ法として，2
つの設計方法を提案した．1つ目のアプローチ方法では，
モデル低次元化の際に生まれる誤差を許容する制御器を
設計するために，ロバスト安定化問題を解き，ロバスト
性を保証した上で，感度低減問題を考えた．その結果，ロ
バスト性，制御性，共に保証する低次元制御器の設計を
実現した．問題点として，さらなる制御性の向上を目指
すとき，制御器の次元が高次元になってしまうことが予
測される．2つ目のアプローチ方法では，制御器を PID
制御器に固定し，閉ループ系のH∞ ノルムと，目標値応
答と目標値との誤差面積を最小化することで，低次元制
御器の設計を実現した．
この結果，アプローチ 1と比較し，アプローチ 2の方
が制御器の導出において計算量が多くなるが，制御器の
構造が単純なので実用性があるといえる．
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