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1 はじめに

多くの電子計算機は IEEE754 という規格に従い実数
を 2進有限桁の浮動小数点数で近似して（丸めて）扱う．
そのおかげで計算機は高速な計算を可能にしている．し
かし，近似値で計算をするため，特別なシステムを除け
ば数値計算結果は厳密な正しさを保証していない．した
がって数値計算結果がどの程度正しいのか検算すること
が重要である．厳密な検算に裏付けされ，精度が保障さ
れた数値計算を精度保証付き数値計算という．
数値計算で本来得られるべき真の値を x，実際に計算

機が求めた近似値を x̂としたとき，その誤差は x − x̂で
ある．精度保証付き数値計算の原点は

|x − x̂| ≤ ε, (1)

となる絶対誤差の上界 ε ≥ 0 を計算機で求めることで
ある．対象が複素数でも同様であり，またベクトルや行
列ならばノルムによる評価になる．このように精度保証
付き数値計算では数学的に真となる命題を得ることがで
きる．
本研究では計算機の丸めモードを制御することで，高

速な計算能力を生かした「拡張倍精度型精度保証付き円
板演算システム」を C++で構築する（これは [1][2]に
よる区間演算システムの拡張になる）．さらに非正則フ
ラグという機能を搭載することで，与えられた円板上で
関数が正則かどうかを判別できるようにした．このよう
なシステム構築ができるという根拠は 2つある．

• 数値計算アルゴリズム内の個々の演算で精度保証す
れば，最終的な結果においても精度保証される（理
論的根拠）．
• 計算機は丸めモードを任意に切り替えることができ
る（道具がそろっている）．

これにより C++という汎用プログラミング環境で複素
数問題を精度保証付きで解くことが可能になる．実際，
数値実験では周期 2πの周期関数の積分近似の精度保証
を実現することができた．
具体的には実数問題については実区間

[x, x] = {x ∈ R | x ≤ x ≤ x}, x ≤ x, x, x ∈ R

を数の拡張とした区間解析理論を，複素数問題には中心
c ∈ C半径 r ∈ R, r ≥ 0で

⟨c; r⟩ = {z ∈ C | |z − c| ≤ r}

となる複素閉円板を数の拡張とした円板解析理論 [3]を
計算機へ応用する以降それぞれを区間，円板と呼び，区

間全体を IR，円板全体を KC とする．IR,KC それぞ
れ n個による直積集合を IRn,KCn とする．なお区間の
両端点が一致したとき，円板の半径が 0のときをそれぞ
れ点区間，点円板といい実数，複素数とみなす．

2 区間演算

X ∈ IRn の実関数 f : Rn → R による像を f (X)と表
すことにする（複素関数も同様）．
関数

F : IRn −→ IR

を区間関数と呼び，特に

f (X) ⊆ F(X)

となる区間関数 Fを f の（包囲）区間関数といい，Fが
f を区間包囲したという．等号が成立したとき Fは f の
厳密な包み込みであるという．また，

Ak,Bk ∈ IR,(k = 1, 2, · · · ,n), Ak ⊆ Bk

=⇒ F(A1,A2, · · · ,An) ⊆ F(B1,B2, · · · ,Bn)

を満たすとき，Fは包含単調性を持つという（後述する
円板関数でも同様）．

定理 1 (システム構築の理論的根拠) 関数 f をいくつか
の実関数が有限回現れる合成関数だとする．このとき f
に現れる実関数をぞれぞれの区間関数で置き換えたもの
は f の区間関数になる．

定理 1は複素関数でも同様であるし，より一般的な条
件でも成立するが，ここでは記述の流れから区間（およ
び円板）に限定しておく．

X = (X1,X2, · · · ,Xn)として

F(X)= [ inf
xi∈Xi

f (x1, x2, · · · , xn), sup
xi∈Xi

f (x1, x2, · · · , xn)] (2)

となる Fを f の厳密な区間関数という．Fは f に対して
一意に決まり，もし f が連続ならば Fは厳密な包み込み
になる．
2.1 区間四則計算
定義 1 (区間四則計算) X,Y ∈ IRとして四則演算を 2変
数関数とみなすと，(2)により区間四則計算は

X ∗ Y = [ inf
x∈X,y∈Y

x ∗ y, sup
x∈X,y∈Y

x ∗ y], ∗ ∈ {+,−, ·, /}

である．ただし，除算のときは 0 < Yとする．

区間四則計算には無限回の四則計算が必要に見える
が，実際には次が成立する．



定理 2 X = [x, x],Y = [y, y] ∈ IRについて，

X + Y = [x + y, x + y], X − Y = [x − y, x − y],

X · Y = [min{xy, xy, xy, xy},max{xy, xy, xy, xy}],

X/Y = X ·
[
1/y, 1/y

]
, 0 < Y

が成立する．

区間四則計算は包含単調性を持ち，加算乗算の結合法
則，交換法則と劣分配法則（X,Y,Z ∈ IRまたは KCに
対して XY + XZ ⊆ X(Y + Z)となる性質）を持つ．
以上の議論は点区間でも同様である．したがって，実

数と区間が混合した計算は実数を点区間とみなすことで
定義されたことになる．
2.2 区間初等関数
初等関数のように性質がよく分かっている関数 f の厳

密な区間関数 Fは求めやすい．例えば単調増加，単調減
少関数ならば

f (X) = F(X) = [ f (x), f (x)], f (X) = F(X) = [ f (x), f (x)]

である．
2.3 合成関数

f の定義式が四則演算および初等関数で構成されてい
ると， f の厳密な区間関数を求めることは非常な計算を
要する．そこで， f に現れる四則演算，初等関数をそれ
ぞれの区間関数で置き換えてできる f の包囲区間関数 F
で代用することがある（[1][2][4]では区間拡張と言って
いる）．
ただし，このようにして得る Fは一意的に定まるわけ

ではなく， f を定義する数式を数学的に同等な他の表現
形式に書き直したとき，それらの表現に基づいて区間関
数に置き換え新たに区間関数をつくると，一般に異なる
評価を与えることに注意する．
例えば x ∈ X ∈ IRで

−x · x · x + x · x − x + 1 ≡ ((−x + 1)x − 1)x + 1

は数学的に同等である．しかし，それぞれに登場する四
則計算を区間四則計算に置き換えて区間関数をつくると

−X · X · X + X · X − X + 1 ⊇ ((−X + 1)X − 1)X + 1

となる．これは区間乗算の劣分配法則のためである．

3 円板演算理論

実数における区間演算理論の複素数への一つの拡張
は，実部虚部をそれぞれ区間で表した，複素数平面上の
長方形領域になる．しかし，(1) に立ち返ると，円領域
を扱う方が自然である．さらに，複素解析になじみやす
い形状であること，表現に必要なパラメータが実数 3つ
でよいという利点もある．
区間演算理論との一番違いは，一般に複素関数は円板

を円板に写さないという点である．そのため区間演算の

場合に定義した実関数 f の厳密な区間関数 F のような
ものは，円板演算理論ではほとんど定義されない．その
代わりに，乗算や初等関数に対して与えられるのはそれ
ら関数の包囲円板関数である．したがって，複素関数に
対しどのように包囲円板関数を構成するかが議論の焦点
になる．
3.1 包囲円板関数
関数

F : KCn −→ KC

を円板関数と呼び，複素関数 f : Cn → C，Z ∈ KCn に
対して

f (Z) ⊆ F(Z)

となる円板関数 Fを f の（包囲）円板関数（または単に
包囲円板）といい，Fが f を円板包囲したという．等号
が成立したとき Fは f の厳密な包み込みであるという．
円板関数についても定理 1同様の定理が得られる．特

に円板演算理論においては，先述したとおり一般の f は
円板を円板に写さないので，包囲円板関数で代用するこ
とになる． f の円板関数は一意には決まらないのでその
選び方で性質が異なるが，f (Z)を含んでいることだけは
保証される．
3.2 最小円板
ある領域の包囲円板のうち，半径が最小のものを最小

円板という．最小円板については以下の最低限の性質の
み述べておく（証明は本稿参照）．

定理 3 任意の有界閉領域 G ⊂ Cについて最小円板がた
だひとつ存在する．

系 1 複素関数 f が連続ならば f (Z)の最小円板がただひ
とつ存在する．

3.3 円板四則計算
円板どうしの加減算および逆数演算は像が円板になる

ので，像の厳密な包み込みが可能である．

定義 2 (円板加減算，逆数演算) Z1,Z2 ∈ KCとして，円
板の加減算および逆数演算は

Z1 ± Z2 = {z1 ± z2 | z1 ∈ Z1, z2 ∈ Z2}
1/Z2 = {1/z2 | z2 ∈ Z2}

である．ただし，逆数演算のときは 0 < Z2 とする．

区間四則計算でもそうであったように，無限回の演算
は必要なく実際には次が成立する．

定理 4 Z1 = ⟨c1; r1⟩,Z2 = ⟨c2; r2⟩ ∈ KCについて，
Z1 + Z2 = ⟨c1 + c2; r1 + r2⟩, Z1 − Z2 = ⟨c1 − c2; r1 + r2⟩

1/Z2 =

⟨
c̄2

|c2|2 − r2
2

;
r2

|c2|2 − r2
2

⟩
, 0 < Z2

が成立する．



もし乗算が定義されれば除算は逆数演算と乗算で定義
できる．一般に乗算による像は円板にならないので乗算
の円板関数で定義しなければならず，その選び方により，
円板四則計算は 3種類の定義がある [5]．

定義 3 (Taylor円板四則計算) 乗算を Taylor円板乗算

Z1 · Z2 = ⟨c1c2; |c1|r2 + |c2|r1 + r1r2⟩

とした円板四則計算を Taylor円板四則計算という．

定義 4 (最適円板四則計算) 乗算を最適円板乗算

Z1 · Z2 =
⟨
c1c2(1 + ρ); (|c1|r2 + |c2|r1)(1 + ρ)

⟩
,

ρ = r1r2/(|c1c2| + |c1|r2 + |c2|r1)

とした円板四則計算を最適円板四則計算という．

定義 5 (最小円板四則計算) 乗算を最小円板で円板包囲
する円板四則計算を最小円板四則計算という．

「Taylor円板乗算」とは複素積 z1z2を (z1, z2) = (c1, c2)
まわりで Taylor 展開して得られるゆえの命名である．
Taylor，最適円板四則計算は包含単調性を持ち，加算乗
算の結合法則，交換法則と劣分配法則を持つ．
最適，最小円板四則計算についての詳細は証明も含め

本稿にゆだねる．
3.4 Taylor円板関数
定理 5 (Taylor 円板関数) 複素関数 f (z) が Z = ⟨c; r⟩ ∈
KC上で解析的ならば

f (Z) ⊆ ⟨
f (c); RT

⟩
, RT =

∞∑
k=1

| f (k)(c)|
k!

rk

となる．

定理 5 によって作られる f の円板関数 FT を Taylor
円板関数といい，FT は包含単調性を持つ．Taylor 円板
関数は一般には最小円板関数にはならない．
本システムでは，指数関数を Taylor 円板関数で実装

した．

4 IEEE754による機械計算

計算機は実数を有限桁 2 進数浮動小数点数で近似し
てメモリに格納する．これを丸めという．そのため丸
めは，2進 p桁浮動小数点数の集合を Rp として，写像
R −→ Rp とみなせる．
4.1 丸めモード

IEEE754では次の 4つの丸めモードを指定できる．

• 丸め込み � : R→ Rp

x ∈ R を最も近い x̂ ∈ Rp に移す．最近点丸めとも
いう．
• 丸め上げ △ : R→ Rp

x ∈ Rを x以上で最も小さい x̂ ∈ Rp に移す．
• 丸め下げ ▽ : R→ Rp

x ∈ Rを x以下で最も大きい x̂ ∈ Rp に移す．

• 切り捨て ^ : R→ Rp

x ∈ Rが負ならば丸め上げ，正ならば丸め下げる．

よって，x ∈ Rは x ∈ [▽(x),△(x)]となる．
4.2 機械演算

IEEE754 では四則計算と開平計算を規格化している．
これらの計算は，正確に計算したものを丸めモードに合
わせて丸めてからメモリに格納する．
計算機の四則計算 ∗⃝，（∗ ∈ {+,−, ·, /}）および開平計算
◦√ は

x ∗⃝y = ⃝(x ∗ y),
◦√
x = ⃝(

√
x), x, y ∈ Rp

となる．ただし⃝ ∈ {�,△,▽,^}とする．したがって，

x ∗ y ∈ [x ∗▽y, x ∗△y],
√

x ∈ [
▽√
x,
△√
x] (3)

となる．(3) を原理に，丸め上げ，丸め下げを使いこな
すことで区間演算，円板演算理論を計算機上で展開して
いくことになる．

5 機械区間演算

区間の両端が浮動小数点数となる区間を機械区間とい
う．Rp の機械区間全体の集合 IRp を

IRp = {[x, x] ∈ IR | x, x ∈ Rp}

とする．
5.1 機械区間四則計算
丸めモードを切り変えることで，区間四則計算に対し

て包囲区間関数を機械区間で実装できる．

定義 6 X = [x, x],Y = [y, y] ∈ IR として，機械区間四
則計算を

X + Y = [x+▽y, x+△y], X − Y = [x−▽y, x−△y]

X · Y = [min{x ·▽y, x ·▽y, x ·▽y, x ·▽y},
max{x ·△y, x ·△y, x ·△y, x ·△y}],

X/Y = [min{x /▽y, x /▽y, x /▽y, x /▽y},
max{x /△y, x /△y, x /△y, x /△y}]

と定義する．ただし除算は 0 < Yとする．

5.2 機械区間初等関数
X ∈ KC 上で定義された初等関数 f (x) の近似関数を

p(x) としたとき，実際に計算機が p(x) を計算して得ら
れる値は ŷ ∈ Rp である．| f (x) − p(x)| ≤ εt を理論誤差，
|p(x) − ŷ| ≤ εr を丸め誤差とすれば，

∀x ∈ X, f (x) ∈ [ŷ−▽ε, ŷ+△ε], ε = εt+△εr

と区間包囲できる [2]．
5.3 中心と半径
区間 X = [x, x]に対して，

c = mid(X) =
x−△x

2
+△x, r = rad(X) = c−△x

とする．このとき X ⊆ ⟨c; r⟩となる．



6 機械円板演算

機械区間演算を利用することで，機械円板演算は定義
できる．中心と半径が浮動小数点数の円板を機械円板と
いう．Rp の機械円板全体の集合KCp を

KCp = {⟨c; r⟩ | c ∈ Rp + iRp, r ∈ Rp}

とする．
6.1 機械円板による包囲円板関数

X,Y ∈ IRp として，複素数の長方形領域を

X + iY def
= {z ∈ C | Re(z) ∈ X, Im(z) ∈ Y}

とする．つづいて，X + iYの中心と半径を

mid(X + iY) = mid(X) + i mid(Y),

rad(X + iY) =
△√

rad(X) ·△ rad(X)+△ rad(Y) ·△ rad(Y)

と定義する（右辺は機械区間の mid, rad であり，左辺
は長方形領域のmid, radである）．

定理 6 (機械円板の構成方法) 以下の手順で円板 ⟨c; r⟩を
包囲する機械円板を作る．

1. c ∈ X + iYとなる X,Y ∈ IRp を計算する．
2. r ≤ ρとなる ρ ∈ Rp を計算する．
3. c′ = mid(X + iY), r′ = ρ+△ rad(X + iY)を計算する．

このとき ⟨c; r⟩ ⊆ ⟨c′; r′⟩ ∈ KCp となる．

定理 6を使うことで，各円板演算を機械円板で実装す
ることができる．現在システムには，四則計算，指数関
数（三角関数）を実装している．
6.2 非正則フラグ
本システムでは，個々の演算のたびにその円板内に特

異点が無いかを検査して，特異点を見つけるとフラグを
立たせるルーチンを組み込んだ．これにより，組み込ま
れた演算による合成関数が，与えられた円板上で正則か
どうかを調べることができる．

7 数値実験

定理 7 周期 2π の周期関数 f (z) が領域 Bd = {z ∈
C | |Im(z)| ≤ d, 0 ≤ Re(z) ≤ 2π} で解析的で，実軸
上で実とする．このとき近似積分

Sn =
2π
n

n−1∑
l=0

f
(

(2l + 1)π
n

)
� S =

∫ 2π

0
f (x) dx

について，r = ed, M = max0≤x≤2π | f (x + id)|とすれば

|Sn − S| ≤ 4πM(rn + 1 + r−n)
(rn − 1)2 =Mn,

となる．

定理 7をもとに f (x) = 2
5+3 cos x の Sを精度保証する．

7.1 実験
円板演算システムを使い，以下のとおり実験を行う．

1. 非正則フラグを使い，領域 B1(d = 1)における f (z)
の正則性を確保する．具体的には B1 を包み込むよ
うに有限個の小さな円板を選び，それぞれにおいて
f (z)の正則性を調べていく．

2. max0≤x≤2π | f (x + i)|の上界Mを円板演算で求める．
3. Sn を区間演算で計算して，Sn ∈ [Sn,Sn] ⊆ ⟨cn;ρn⟩
を求める（Sn の丸め誤差を評価する）．

4. 理論誤差の上界Mn を区間演算で求める（理論誤差
の上界）．

以上のとおり実験を行った結果，分点数 n に対して
cn, ρn,Mn を求めることができた．よって，

|S − cn| ≤ |S − Sn| + |Sn − cn| ≤Mn+△ρn = rn

ゆえ，表 1の n = 50より，

|S − 3.141592653589793238513| ≤ 5.002 × 10−18

が証明された（実際の誤差は約 5.0 × 10−20 になる）．

表 1 真値 Sの包囲区間（円板表現）
分点数 n 中心 cn 半径 rn

10 3.141486249096868944202 3.412×10−3

20 3.14159265178779329125 1.549×10−7

30 3.141592653589762721691 7.032×10−12

40 3.141592653589793237862 3.235×10−16

50 3.141592653589793238513 5.002×10−18

60 3.141592653589793238296 5.096×10−18

下線はシステムが精度保証する正しい桁を示す

8 おわりに

本研究では拡張倍精度による円板演算システムを
C++ で実装し，実際に数値積分の精度保証をするこ
とができた．しかし，この円板演算システムはまだ実装
された関数が乏しいことが課題である．Taylor 円板関
数は多くの初等関数を実装可能にするが，そのためには
区間演算システムの充実が必要である．また，Taylor円
板は包囲する像に比べてやや大きすぎる問題がある．半
径を小さくするために，初等関数の最小円板の研究を進
めたい．
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