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1 はじめに

線形回帰モデルの中心的な課題の一つは回帰係数の推
定であるが, 一般的に用いられる最小２乗法による推定
量は正規分布が仮定される場合にはすべての不偏推定量
の中で最良である. この仮定を満たした『理想のモデル』
からわずかなずれが生じるとき, そのずれに過剰に反応
し,結論を大きく変えるならば, 統計分析の方法として好
ましくない. こうした危険を回避し, 標準的仮定からの
ずれや外れ値に対して影響が小さいロバスト (頑健) な
推定量を用いることが望ましい. 回帰モデルの外れ値は
不適切なモデル, 誤差項の不均一分散, 突発的原因ある
いは正規分布より長い尾をもつ分布から発生しうるが,
ロバスト推定の必要性が最も高まるのは最後のケースで
ある. 現実の諸問題において標準的仮定はせいぜい近似
的に成り立つ程度であるから, 実用的見地からすれば推
定量のロバストネス (頑健性) は重要な問題である. 本
研究は, ロバスト線形回帰モデルの理論と手法について
整理するとともに, 観測値データへの適用を通してロバ
スト線形回帰手法の有効性と問題点を探っていくもので
ある.

2 線形回帰モデル

2.1 線形回帰モデル
回帰パラメータを β,目的変数を y，p個の説明変数を

x1,···,xp,誤差を εとし，n個の観測値に対して，次のモ
デルを考える.

yi = β0 + β1x1i + β2x2i + · · ·+ βpxpi + εi (1)

ここで εi は互いに独立で正規分布 N(0, σ2)に従うと仮
定する.
2.2 最小二乗法 (Least squared method:LS)

最小二乗法とは，残差平方和が最小になるように，推
定値 β̂0,···,β̂p を定める方法である. yi の予測値は

ŷi = β̂0 + β̂1x1i + β̂2x2i + · · ·+ β̂pxpi (2)

で与えられる. また実測値 yi の残差を ei = yi − ŷi と
する.

3 ロバストネス

3.1 影響関数 (influence function)

ロバストネスの研究をする上で重要な役割を果たすも
のが，Hampel(1968)によって導入された影響関数であ

る ([3]参照). 回帰推定量 T の Gにおける影響関数とは

IF (x;T,G) = lim
t→0

T ((1− t)G + tδx)− T (G)
t

(3)

によって定義される xの実数値関数である. これは T の
Gにおける δx 方向への方向微分であり，点 xでの微小
な汚染が T に及ぼす影響の程度を表している. 影響関数
から得られるロバストネスの尺度として次の３つが挙げ
られる.
3.1.1 gross-error sensitivity

γ∗(T,G) = sup
x
|IF (x;T,G)| (4)

これは微小な汚染によって T が受ける最大の影響を表
す. IF (x;T, G) が存在するならば x に関して上限を取
ることが出来る. γ*が小さいほどよい.
3.1.2 local-shift sensitivity

Tの Gにおける local-shift sensitivityは

λ∗(T,G) = sup
x6=y

|IF (x;T,G)− IF (y;T, G)|
|x− y| (5)

これは xから yへの変化に対する影響関数の最大平均変
化率を表す. ただし |x − y| で割っているので無限大に
なっても影響関数の変化がさほどでないことがある.
3.1.3 rejection point

ρ∗(T, G) = inf{r > 0|IF (x;T,G) = 0, |x| > r} (6)

r が存在しない時は ρ∗(T,G) = ∞ とする. ρ∗ より大き
な xに対して影響関数は 0をとるため xは T に影響を
与えないことになる. これは x(外れ値)が完全に除去さ
れることを意味する.
3.2 漸近効率 (asymptotic efficient)

T に対して漸近正規性

LG(
√

n(Tn − T (G))) ⇒ N(0, V (T,G))

が成り立つとき,漸近分散 V (T, G)は IF によって

V (T, G) =
∫

IF (x;T,G)2dG(x) (7)

と表される. 分布 F における Tn の漸近効率をフィッ
シャー情報量 J(F )で表すと

e =
1

J(F )

V (T, F )
=

1
V (T, F )J(F )

(8)

となり，0≤ e ≤ 1の値をとる. 漸近分散 V (T, F )が小
さく J(F )−1 に近い程 eは大きくなることから，eが１
に近い程 Tn は望ましい ([1]参照).



3.3 偏り (bias)

n個の標本点を

Z = {(x11, ..., xk1, y1), ..., (x1n, ..., xkn, yn)} (9)

とし,Z から得られる β の推定量を β(̂Z)とする. n個の
観測点の中から m 個の観測点を任意の値にとりかえる
ことによって得られる標本を Z ′ とする. このm個の汚
染された値, すなわち外れ値による推定量の変化の最大
の大きさを bias(m;β(̂Z))と書くと

bias(m;β(̂Z)) = sup
z′
‖ β(̂Z ′)− β(̂Z) ‖ (10)

と表せる.
3.4 破綻点 (breakdown point)

グローバルな信頼性をはかる尺度として破綻点が
ある ([3] 参照). 推定量 T の変化の最大の大きさ
bias(m;T, Z) が無限であるとき，これを推定量の破綻
(breakdown)という. 有限標本 Z での推定量 T の破綻
点は

εn
∗ = min{m/n; bias(m;T, Z) = ∞} (11)

として定義される. 0 ≤ εn
∗ ≤ 1/2であり，高い破綻点

が望ましい.

4 ロバスト推定量

4.1 M推定量
線形回帰モデルにおけるＭ推定量は，ψ を実軸上の実
数値関数 ρの導関数としたとき

n∑

i=1

ψ
(yi − x′iθ

σ

)
xi = 0 (12)

を解くことによって与えられる ([4] 参照). ここで ρ は
微分可能かつ 0のまわりで対称な凸関数とする.
•Huberの ψ

ψ(u) =




−c, u < −c

u, |u| ≤ c

c, u > c

(13)

•Tukeyの ψ (双加重 (biweight))

ψ(x) =

{
u[1− (u

c )2]2, |u| ≤ c

0, u > c
(14)

この他に Andrews の ψ 関数や Cauchy の ψ などがあ
る. この M 推定量は誤差項に関してはロバストである
が，xに関してはロバストではなく，次元が増えると破
綻点が低くなる.
4.2 GM推定量

M推定量の影響関数は,誤差項に関しては有界であっ
たが, 説明変数に関しては有界ではなかった. 影響関数
が誤差項と説明変数の両方に対して有界であることが望
ましい. 作用点となる外れ値 xi の影響を有界にするた

めに,重み関数 wを用いた GM推定量が考案された ([5]
参照). Mallows(1975)が提案した GM推定量は

n∑

i=1

w(xi)ψ((yi − x′iTn)/σ)xi = 0 (15)

を満たすものであるが、GM 推定量 Tn については
εn(Tn, X) ≤ 1/(p + 1) なので p が無限大となるとき
破綻点は 0となる.
4.3 LMS推定量

Rousseeuw(1984) はさらに高い破綻点を得るために
ＬＭＳ推定量を提案した. これは

medie
2
i (θ̂LMS) = min

θ
medie

2
i (θ) (16)

により定義され,Hampel(1975)のアイデアに基づいたも
のである. LMS推定量の破綻点は ([n/2]− p + 2)/nで
あり,n →∞のとき 1/2となる.
4.4 LTS推定量

Rousseeuw(1985)は，上の LMS推定量に手を加えた
LTS推定量を提案した. これは h = [n/2 + 1]番目まで
の残差平方和を最小にするというものである.

h∑

i=1

(ei(θ̂LTS))2i:n = min
θ

h∑

i=1

(ei(θ))2i:n (17)

有限標本破綻点は LMS 推定量と同じであり, 収束の
オーダーも n−1/2 であるが目的関数の計算ステップ数が
LMS推定量に比べて多い.
4.5 S推定量

M推定量の柔軟性と漸近的性質の良さを保持しながら
も高い破綻点をもち, LMSや LTSよりも高い漸近効率
をもつことを狙ったのが Rousseeuw and Yohai (1984)
による S推定量である ([6]参照).

s(θ̂s) = min
θ

s(θ) (18)

を満たすものとして定義される.ここで s(θ)は

1
n

n∑

i=1

ρ(ei(θ)/s(θ)) = b (19)

を満たすものであり,ρは (−∞,∞)上の有界な関数で有
界, 原点対象,(0,∞)上で非減少, ρ(0) = 0 であり,kはあ
る定数,すなわち尺度 s(θ) を推定した後, この s(θ)を最
小にする θ を推定量とするものである.
4.6 2段階 S推定量

Rousseeuw and Yohai (1984)は２段階 S推定を導入
している ([6]参照). Tukeyの双加重を例にとる. 第１段
階で調整定数を 50％の破綻点を与える 1.548に設定し,
次の式を繰り返し加重最小２乗法 (IRLS)で θ̂を求める.

1
n

n∑

i=1

ψ
(yi − x′θ̂

σ̂

)
xi = 0 (20)



次の式を σ̂2 を求めるための繰り返し型で表す.

[σ̂m+1]2 =
1

(n−k−1)EΦ(ρ)

n∑

i=1

ρ(r(m)
i )[σ̂(m)]2 (21)

r
(m)
i =

Yi − x′iθ̂
(m)

σ̂(m)
(22)

第２段階では σ̂ を第１段階の収束値で固定し、調整
定数を高い有効性を与える値, 95 ％の漸近効率ならば
c=4.685 に設定する. この第２段階は σ̂ を高い頑健性
が得られる第１段階の値で固定したもとでの M 推定に
他ならない. この２段階 S 推定は本質的に MM 推定
(Yohai,1987)と同じである.
4.7 τ推定量

Yohai and Zamar (1988)によって導入されたτ推定
量は次の式の解として与えられる ([7]参照).

{
1
n

∑n
i=1 ψ(yi−x′iθ

σ )xi = 0
1
n

∑n
i=1 ρ1(

yi−x′iθ
σ ) = b1

(23)

ここで ρ1,ρ2 はM推定量と同様,微分可能かつ,0まわ
りで対称的な凸関数とする.

Wn =
∑n

i=1[2ρ2(ri)− ψ2(ri)ri]∑n
i=1 ψ1(ri)ri

(24)

が得られ,さらに ρ2 は

2ρ2(u)− ψ2(u)u ≥ 0 (25)

を満たすとすればWn ≥ 0であり、θ のτ推定量は

ψ(u) = Wnψ1(u) + ψ2(u) (26)

を ψ 関数としてもつ M 推定量と考えることができる.
よって ρ1 に高い破綻点を与える関数, ρ2 に高い効率を
与える関数を選ぶことで高い破綻点と有効性をもつ推定
量を得ることができる.
4.8 GS推定量

S 推定量よりも高い漸近効率を求めて Croux et
al.(1994) は GS(generalized S) 推定量を考案した ([2]
参照). これは S推定量と同様に尺度のM推定量を最小
にする θ̂

sn(θ̂GS) = min
θ

sn(θ) (27)

として定義する.ここで sn(θ)はある定数 k に対して

(
n

2

)−1 ∑

i<j

ρ
(ei − ej

sn(θ)

)
= kn,p (28)

を満たすものである.

4.9 LQD推定量
Croux,Rousseeuw and Hossjer(1994) は GS 推定量
の特別な場合として, LQD(Least quartile difference)
推定量を提案した. LQD推定量は

Qn(θ̂LQD) = min
θ

Qn(θ) (29)

によって定義される. ここで ei は i 番目の残差であ
り,Qn は以下のような尺度推定量である.

Q(θ)
n = {|ei − ej |; i < j}(hp

2 ):(n
2) (30)

ここで hp = [(n + p + 1)/2]とおくと Qn は集合 {|ei −
ej |; i < j} の (

n
2

)
個の要素を小さい順に並べた場合の(

h
2

)
番目の要素の値となる.

GS推定量において ρ関数と kn,p を

ρ(x) = I(|x| ≥ 1) (31)

kn,p =

[(
n

2

)
−

(
hp

2

)
+ 1

]/(
n

2

)
(32)

と置くと,sn(θ) = Qn(θ)となり,LQD推定量はGS推定
量の特別な場合であることがわかる.

5 ロバスト推定法の適用例

5.1 重回帰における各手法の比較
用いるデータは 1973 年 5 月 1 日から 31 日までの空
気の質に関するデータである. Y (空気の密度)について
X1(観測番号),X2(日光の周波数),X3(平均風速),X4(温
度) の 4 つの説明変数をもとに関係を探るものである.
最小２乗法を使用したときの回帰式は次のようになった.

Ŷ1 = −72.48+0.399X1−0.112X2−2.045X3+1.742X4

寄与率は 0.48 と低く, あてはまりの悪い結果となっ
た. よって残差分析から外れ値を把握するため LS のス
チューデント化残差の大きな 3,21,23,30を除いた. 除い
たデータに再び最小２乗法を用いる.

Ŷ2 = −35.39−0.031X1−0.022X2−1.153X3+1.156X4

しかし, この回帰式の寄与率は 0.46 となり改善はみら
れない. そこでτと GSのスチューデント化残差を用い
て外れ値を把握することを試みる. 回帰式は次のように
なっている.

Ŷτ = −62.83− 0.075X1 +0.002X2− 0.27X3 +1.31X4

ŶGS = −98.78− 0.27X1 +0.004X2 +0.18X3 +1.83X4

τと GSのスチューデント化残差の値が共通して特に大
きいところは 1,3,22,24,30である. この５つが本当に回
帰式の当てはめの支障となっているのかを確認するた
め,この５つを除き再び最小２乗法を用いる.

Ŷ3 = −90.95−0.150X1+0.007X2+0.381X3+1.637X4

となり, 寄与率は約７割の値を算出し回帰式がデータの
大部分を表していることを示している.



6 シミュレーション

R上で推定量がどこまで信頼出来るのかをシミュレー
ション実験を通じて確認する. 説明変数 X は 0から 10
の一様乱数を用いて生成し,目的変数 Y 1は 3×X+1+ε1
で生成する. ε1 は平均 0,分散 1の正規乱数である. 目的
変数 Y 2を作るために 3×X+1+ε2を作る. ε2は平均 8,
分散 1 の正規乱数である. Y 2 を汚染されたデータと仮
定する. 汚染されたデータと汚染されていないデータを
合わせたものをつくる. LS,M,LMS,LTS,S,MM, τ,GS
の 8つの推定量で切片と傾きを算出し, 傾きと切片が共
に,汚染がないデータでの,LSの 95%信頼区間内である
ときカウント 1を加える. 標本数 nに対する汚染の割合
mは,0,10,20,30,40,49%とし,計算回数は１万回とする.
結果はそれぞれ %で表示している.

表 1 n=20

m LS M LMS LTS S MM τ GS
0 96 95 64 67 77 95 92 82
10 39 87 66 69 81 94 85 85
20 10 61 66 69 84 85 81 90
30 0.1 0.1 68 73 87 57 80 89
40 0 0 69 78 81 0.2 52 71
49 0 0 61 76 0.4 0 0.2 35

表 2 n=100

m LS M LMS LTS S MM τ GS
0 93 92 43 41 62 92 92 69
10 0.1 73 46 43 69 91 80 78
20 0 21 48 47 73 88 76 82
30 0 0 51 53 79 65 78 83
40 0 0 50 62 81 7 36 79
49 0 0 40 79 0.4 0 0 40

表 3 n=1000

m LS M LMS LTS S MM τ GS
0 87 86 22 22 52 86 85 60
10 0 4 24 26 58 83 71 68
20 0 0 24 31 63 81 67 73
30 0 0 24 39 67 40 67 76
40 0 0 24 49 71 0 15 69
49 0 0 16 64 0 0 0 47

6.1 考察
傾向として, 標準的仮定をほぼ満たしていると予測さ
れるデータのときに有効なロバスト推定量は M 推定
量,MM推定量,τ推定量であることが確認できる. これ
らの推定量は漸近効率が 95%を達成する推定量である.
また, 汚染の割合が多少あると予測されるデータの場
合,MM 推定量と GS 推定量が有効的であると考えられ
る. そして, 汚染の割合がかなり高いと予測されるデー
タの場合,GS 推定量と LTS 推定量が有効なロバスト推
定量であると今回の実験から考えることができる.

7 おわりに

これまで,ロバスト推定量はM,GM推定量が一般的と
され,S推定量などは,その高い頑健性のあまりM推定量
などに比べ使われることが少なかった. 本研究では, こ
れまで計算機上で簡単に使用できなかった GS推定量の
使用を可能にしただけでなく, 既存のロバスト推定量と
の比較を行い,τ推定量と GS推定量が今後,一般的な推
定量となる可能性を示すこともできた. また, ロバスト
回帰の理論上での有用性は勿論のこと, 実データを用い
た解析においてもその有用性を示すことが出来たのでは
ないかと思う. 日本語によるロバスト手法をまとめた文
献が極端に少ないなかで本研究が多少とも貢献できたら
幸いに思う.
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