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1 はじめに

本研究では円軌道上の主衛星とその近傍の従衛星のフ
ォーメーション問題を考察する．その相対運動方程式を
原点で線形化した方程式は，Hilll-Clohessy-Wiltshire方
程式とよばれ周期解をもつ．この周期解を用いてフォー
メーション形成・再構成問題を定式化する．このときの
評価関数は燃料消費を表す総速度変化 (L1-ノルム)とす
る．これまでの研究で最適インパルスおよび最適パルス
の解が知られている．しかし，インパルス・パルス制御
では自然界で生じる外乱やモデルの誤差といった変動に
は対応できない．これは現実で起こり得る問題には適さ
ない．そこで，外乱や誤差について制御ができるフィー
ドバック制御を用いることにする．フィードバックによ
り最適制御の性能にどれだけ近づくことができるか検討
するため HCW方程式のエネルギー零収束原点可制御性
に注目する．これは初期値を原点に移行させるときの入
力の二乗積分 (L2-ノルム)を，時間を大きくとることに
より 0に近づけることができるという性質である．これ
より最適レギュレータ理論による状態フィードバック制
御の二乗積分は状態への重みを 0に近づけることにより
任意に小さくすることが可能である．このとき総速度変
化も減少することをシミュレーションで確認する．さら
にパラメータを含む特異リッカチ方程式より得られる状
態フィードバックにも同様の性質があることを確認する．

2 相対運動の方程式

半径R0の円軌道上の主衛星とその近傍の従衛星の相対
運動を考えるため，主衛星の重心を原点とする図 1の回
転座標系 o− {i, j,k}を考える．
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図 1 円軌道上の主衛星

このとき相対位置ベクトルを r = xi+ yj+ zkとすると，
運動方程式より

ẍ = 2nẏ + n2(R0 + x)− µ

R3
(R0 + x) + ux

ÿ = −2nẋ+ n2y − µ

R3
y + uy (1)

z̈ = − µ

R3
z + uz

が得られる [1, 2, 3]．ここで u = [ux uy uz]
T は従衛星に

働く推力，R = [(R0 + x)2 + y2 + z2]1/2である．この方
程式を原点 x = y = z = 0で線形化すると

ẍ− 2nẏ − 3n2x = ux

ÿ + 2nẋ = uy (2)

z̈ + n2z = uz

が得られる．この方程式は Hill-Clohessy-Wiltshire

(HCW) 方程式とよばれる．推力を u = 0，初期値を
[x0 y0 ẋ0 ẏ0]

T とする面内運動の解は

x(t) = 4x0 + 2ẏ0/n− (3x0 + 2ẏ0/n) cosnt+ (ẋ0/n) sinnt

y(t) = y0 − 2ẋ0/n+ (2ẋ0/n) cosnt+ (6x0 + 4ẏ0/n) sinnt

− (6nx0 + 3ẏ0)t

ẋ(t) = ẋ0 cosnt+ (3nx0 + 2ẏ0) sinnt

ẏ(t) = (6nx0 + 4ẏ0) cosnt− 2ẋ0 sinnt− (6nx0 + 3ẏ0)

(3)

で与えられる．初期値を [z0 ż0]
T とする面外運動の解は

z(t) = z0 cosnt+ (ż0/n) sinnt (4)

ż(t) = −nz0 sinnt+ ż0 cosnt (5)

であり，周期解となる．上の解をパラメータ表現すると

x(t) = 2c+ a cos(nt+ α)

y(t) = d− 3nct− 2a sin(nt+ α) (6)

z(t) = b cos(nt+ β)

となる.

ここで

a =
[
(3x0 + 2ẏ0/n)

2 + (ẋ0/n)
2
]1/2

, c = 2x0 + ẏ0/n

d = y0 − 2ẋ0/n, sinα = −ẋ0/na

cosα = − (3x0 + 2ẏ0/n) /a, b = [z20 + (ż0/n)
2]1/2

cosβ = z0/b, sinβ = −ż0/nb

(7)

である.

面内運動は c = 2x0 + ẏ0/n = 0のとき周期解となり (図
2)，この条件を CW条件という．
(2) の状態方程式は

ẋ = Ax+Bu, x(0) = x0 (8)

ここで

A =



0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

3n2 0 0 2n 0 0

0 0 −2n 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 −n2 0


, B =



0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1


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図 2 楕円軌道 (c = 0)

パラメータ (a, c, d, α; b, β) により表される (8) の解を
γH = (a, c, d, α; b, β) と表す. c = 0 のときこの解は周
期軌道となり γH = (a, d; b)と表す．フィードバック制御
によるフォーメーション形成問題とは，(8)の解を与えら
れた周期軌道 γH

f = (af , df ; bf )に漸近的に追従させるこ
とである．このときの評価関数は，制御に使う推力の絶
対積分であり，これは消費燃料に比例する．特に従衛星
の初期軌道が周期軌道であるときは，フォーメーション
再構成問題となる [1]．文献 [4]では，有限回のインパル
ス入力により速度を変化させ，最終インパルスのあと (8)

の軌道を周期軌道 γH
f = (af , df ; bf )に一致させる問題が

考察されている．評価関数はインパルスの大きさの総和
であり，通称∆V として知られている．面内運動に関し
ては３インパルスの最適解が得られており，最適制御は
uy のみを用い，その∆V ∗ は

∆V ∗
i =

n

2
|af − a0| (9)

となる [4]．面外運動では，１インパルスの最適解が得ら
れている．同様に一定値入力のパルスによるフォーメー
ションにおいても，面内運動に関しては３パルスの最適
解が得られている．最適制御は uyのみを用い、その∆V ∗

は

∆V ∗
p =

n2τ

4 sin nτ
2

|af − a0| (10)

となる [5]．ここで τ はパルス幅である．τ → 0とすると
∆V ∗

p はインパルスの∆V ∗
i に収束する．フィードバック

による制御では，評価関数（総速度変化）が∆V ∗
i に近い

準最適制御を求めることが課題となる．

3 フォーメーション問題の解

3.1 リッカチ方程式による解

HCWシステム (8)に対して目標軌道 γH
f = (af , df ; bf )

が与えられたとする．このとき軌道上に仮想の衛星をお
き，その方程式を

ẋf = Axf , xf (0) = xf0 (11)

とおく．このとき軌道の誤差 e = x− xf は

ė = Ae+Bu, e(0) = e0 (12)

となる．目標軌道に追従させるためには (11)を安定化す
ればよい．安定化フィードバックを最適レギュレータの
リッカチ方程式

ATX +XA+Q−XBR−1BTX = 0　 (13)

より

u = −R−1BTXe　 (14)

とする．(A,B)が可制御であるので，(
√
Q,A)が可検出

ならば (13)は唯一の半正定解で (14)が安定化フィード
バックとなる解をもつ．このフィードバックの性能はそ
の大きさの積分すなわちその L1-ノルムにより評価する．
状態フィードバックのL1-ノルムを下げる方法として以下
の性質に注目する．
(A,B)およびそれにより定義されるシステム

ẋ = Ax+Bu,x(0) = x0 (15)

が以下の条件を満たすときエネルギー零収束原点可制御
(NCVE)であるという [6]：任意の初期値 x(0) = x0に対し
て，時間列 TN , 0 < TN ↑ ∞と制御 uN ∈ L2(0, TN ;Rm)

が存在して x(TN ;x0, uN ) = 0かつ

lim
N→∞

∫ TN

0

|uN (t)|2dt = 0 (16)

とできる．この必要十分条件が 2つ知られている [7]．

定理 1 (A,B)が NCVEであるための必要十分条件は
(a) (A,B)が可制御かつ
(b) X = 0 が次の特異リッカチ方程式 (SARE)の対称最
大解であること．

A′X +XA−XBR−1B′X = 0 (17)

定理 2 (A,B)が NCVEであるための必要十分条件は
(a) (A,B)が可制御かつ
(b) Re(λ) ≤ 0, ∀ λ ∈ σ(A)

の 2つである．
HCWシステムの固有値は {0, 0,±in,±in}であるから，
第 2の定理によりNCVEであることが分かる．第１の定
理によりリッカチ方程式 (13)の解はQ → 0のときX → 0

となる．最適レギュレータ問題の評価関数を考慮すると
フィードバック (14)の二乗積分 (L2-ノルム）は零に収束
する．Q → 0のときフィードバック (14)の L1-ノルムが
減少すれば準最適制御の設計が可能となる．この性質を
理論的に保証することは困難であるので数値シミュレー
ションで確認する．

初期軌道から目標軌道まで 10周期以内で到達する設計
にし，その中で L1-ノルムが最小となるフィードバック
を設計する．ここでは (13)を Q = qI として qの値を小
さくしたときの L1，L2-ノルムの変化と軌道の様子をシ
ミュレーションする．
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図 3 L1-ノルムの変化
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図 4 L2-ノルムの変化

qの値を 0.1から 0.001刻みで 0.015まで減少させたと
きの面内，面外運動における L1，L2-ノルムの変化は図
3，図 4となった．qの値が小さくなるほど L2-ノルムが
減少し，L1-ノルムも減少していくことが確認できる．

次に，qの値を 0.1，0.05と小さくしたときの軌道の様
子は図 5，図 6のようになった．このときの L1-ノルムの
値は，q = 0.1のとき L1in = 0.0122であり，q = 0.05の
とき L1in = 0.0086であった．
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図 5 q = 0.1の場合
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図 6 q = 0.05の場合

図 5と図 6から q の値を小さくすると目標軌道までの
軌跡が増えることによって収束するまでに時間がかかる
ことが分かる．その分 L1-ノルムが小さくなっている．

そして，整定時間を 10周期としたとき，図 3，図 4で
示した q = 0.015で L1-ノルムが最小となったため，こ
れを準最適な制御とした．そのときの L1-ノルムの値は
L1in = 0.0053，L1z = 0.0126となり，図 7のような軌跡
になった．
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図 7 q = 0.015 の場合

Q = 0.015I，R = I のとき，解は

X = diag(X1, X2)，

X1 =


4.5723 −0.2352 0.9953 2.2352

−0.2352 0.0497 −0.0912 −0.0818

0.9953 −0.0912 0.4125 0.4156

2.2352 −0.0818 0.4156 1.1581


X2 =

[
0.1743 0.0075

0.0075 0.1730

]
．

3.2 特異リッカチ方程式による解

定理 3 HCWシステム (A,B)に対してリッカチ方程式

ATX +XA−XBR−1BTX + γX = 0 (18)

は唯一の正定かつ (14)が安定化フィードバックとなる解
をもつ [8]．
実際この式はX を正定とすれば

X−1(−AT − γ

2
I)+(−A− γ

2
I)X−1+BR−1BT = 0 (19)

と表せる．これはシステム (−A − γ
2 I,B)の可制御グラ

ミアンであり，−A− γ
2 Iが安定であるので正定解をもつ．

γ が単調に 0に減少するとき，その解 Xγ は単調に 0に
収束する．このリッカチ方程式は次の評価関数を最小に
する問題の解を与える．

J(u;x0) =

∫ ∞

0

exp(γt)u(t)TRu(t)dt (20)

したがって，フィードバック (14)の二乗積分 (L2-ノルム）
は急速に零に収束する．このとき，フィードバック (14)

の L1-ノルムが減少すると考えられるので準最適制御の
設計が可能となる．

ここでも初期軌道から目標軌道まで 10周期以内で到達
する設計問題を考え，その中で L1-ノルムが最小となる
フィードバックを設計することにする．(18)を用いて γ

の値を小さくしたときの L1，L2-ノルムの変化と軌道の
様子をシミュレーションする．
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図 8 L1-ノルムの変化
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図 9 L2-ノルムの変化

γの値を 0.1から 0.001刻みで 0.044まで減少させたと
きの面内，面外運動における L1-ノルム，L2-ノルムの変
化は図 8，図 9となった．γの値が小さくなるほど L2-ノ



ルムが減少し，L1-ノルムも減少していくことが確認でき
る．

次に，γの値を 0.1，0.05と小さくしたときの軌道の様
子は図 10，図 11のようになった．このときの L1-ノルム
の値は，γ = 0.1のとき L1in = 0.0045であり，γ = 0.05

のとき L1in = 0.0038であった．
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図 10 γ = 0.1の場合
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図 11 γ = 0.05の場合

q のときと同様に，図 10と図 11から γ の値を小さく
すると目標軌道までの軌跡が増えることによって収束す
るまでに時間がかかることが分かる．その分 L1-ノルム
が小さくなっている．

そして，整定時間を 10周期としたとき，図 8，図 9で
示した γ = 0.044で L1-ノルムが最小となったため，こ
れを準最適な制御とした．そのときの L1-ノルムの値は
L1in = 0.0037，L1z = 0.0125となり，図 12のような軌
跡になった．
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図 12 γ = 0.044 の場合

γ = 0.044，R = I のとき，解は

X = diag(X1, X2)，

X1 =


1.0190 −0.0052 0.0377 0.5608

−0.0052 0.0001 −0.0003 −0.0026

0.0377 −0.0003 0.0372 0.0192

0.5608 −0.0026 0.0192 0.3148


X2 =

[
0.1767 0.0077

0.0077 0.1760

]
．

3.3 リッカチ方程式の性能比較

以上のシミュレーション結果から，安定化フィードバッ
クを最適レギュレータのリッカチ方程式 (13) を用いたと
きの面内運動の L1-ノルム (L1in = 0.0053)と，γ を含む
特異リッカチ方程式 (18) を用いたときの面内運動の L1-

ノルム (L1in = 0.0037)を比べた場合，無次元化したとき
のインパルスの最適解

1

2
|af − a0| =

1

2
|0.005− 0.01| = 0.0025

に近い値を示した γ を含む特異リッカチ方程式のほうが
総速度変化 (燃料消費)が少なく優れているという結果と
なった．

4 おわりに

エネルギー零収束原点可制御（NCVE）の必要十分条
件を確認すること，２つのリッカチ方程式を用いたフォー
メーションをシミュレーションすること，リッカチ方程式
の重みを小さくしたとき L1-ノルム，L2-ノルムが減少す
ることを確認すること，そして，整定時間を 10周期とし
たときL1-ノルムが最小となる準最適なフィードバックを
設計することができた．また，2つのリッカチ方程式のう
ち γ を含む特異リッカチ方程式のほうが L1-ノルムが早
く小さくなり，無次元化したときのインパルスの最適解
に近いことから，燃料消費がより少ないことが分かった．
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