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1 はじめに

[3]によれば、自然演繹とは、実際の証明に近い自然な
形の形式的証明体系である。自然演繹の証明図（以下、単
に証明図という）には、「必ずしも必要のない論理式」（回
り道）が現れるものがある。この論理式が現れない（回
り道がない）証明図の存在を保証するのが正規形定理で
ある。回り道のない証明図を作ることによって、効率良
く証明図を作成することができる。この意味で正規形定
理は有効である。
本研究の目的は、[1],[2],[3]に従って、この正規形定理を
理解することである。正規形定理を表現するための概念
の正確な定義は [3]では見つけられなかったため、まず、
[1],[2]を用いて、その定義を与えた。そして、本研究で扱
う正規形定理を正確に述べ、その証明を理解した。その
際、証明のうまくいかない部分は除き、うまくいかない
例を示した。
本稿では、以下の 2節で本研究で扱う正規形定理を正
確に述べる。3節でその証明の一部を示す。4節でうまく
いかない例の 1つを挙げる。

2 正規形定理について

正規形定理とは、どんな証明も回り道のない証明に必
ず変形できることを主張する定理である。この節では、
“回り道”などこの定理を正確に述べるために必要な概念
を定義し、本稿で証明する正規形定理を正確に述べる。[3]
を主に用いたが、正確な定義が見つからない概念につい
ては、[1]および [2]を参考にして、正確な定義を与えた。

まず、論理式は命題記号と ∧,∨,→,¬,⊥からふつうの
方法で定義する。証明図とそれにともなう概念も一般的
な方法で定義する。正確な定義は卒業論文に示したが、本
稿では省略する。
次に、“回り道”を定義するため、2つの証明図Π,∆に
対し、Π ⇒ ∆の形の簡約規則を定義する。5種類あるが、
ここでは、そのうち 2つを挙げる。
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∨簡約規則（2つのうち 1つのみを示す）
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他に、→簡約規則と ¬簡約規則と⊥簡約規則がある。∧
簡約規則に現れる A ∧Bをこの簡約規則の主論理式とい
う。同様に、∨簡約規則、→簡約規則、¬簡約規則、⊥
簡約規則の主論理式も定義する。論理記号 ∧,∨,→,¬の
1つを*とするとき、*簡約規則に対して、Πでは、 *の導
入に引き続き、*の除去が行われることになる。このとき
Π ⇒ ∆は Πをより簡単な証明図∆に置き換えることを
示している。

定義 2.1 Π の部分証明図 ∆ が存在して、A が簡約規則
∆ ⇒ ∆

′
の主論理式であるとする。このとき、Aを Πの

回り道という。また、Πにおける∆を∆
′
に置き換えた

図式 Π
′
も証明図である。このように、Πを Π

′
に変形す

ることを（簡約規則 ∆ ⇒ ∆
′
によって）Πを Π

′
に簡約

するという。

定義 2.2 回り道のない証明図を正規形という。

本研究では、∨簡約規則と ⊥簡約規則を対象からはず
し、次の形の正規形定理の証明を理解した。2種類の簡約
規則を対象としない理由は 4節で示す。

定理 2.1 Πは次の 3条件を満たすとする。
(1) Πの仮定集合が S である
(2) Πの結論がX である
(3) ∨簡約規則でも ⊥簡約規則でも簡約できない
このとき、次を満たす Π

′
が存在する。

(4) Π
′
の仮定集合は S の部分集合である

(5) Π ′ の結論はX である
(6) Π

′
は正規形である

3 正規形定理の証明

この節では、卒業論文で示した、正規形定理（定理 2.1）
の証明の一部を示す。
まず、正規形定理の証明に必要な次の補助定理を確認
しておく。その証明は省略する。

補助定理 3.1 Πは ∨簡約規則でも、⊥簡約規則でも簡約
できない証明図とする。Πを簡約して∆を得たとき、∆

は ∨簡約規則でも、⊥簡約規則でも簡約できない。

次に、正規形定理に必要なランクの定義をする。

定義 3.1 論理式Aに出現する論理記号の出現の数をAの
長さと呼ぶ。また、証明図 Πに出現する回り道の論理式
の最大長を Πのランクと呼ぶ。回り道の論理式が存在し
ない証明図のランクは 0とする。



（正規形定理の証明）
Πのランク nについての帰納法で示す。
(I)n = 0のとき：回り道が存在しないので、成り立つ。
(II)n ≥ 0のとき、：n ≤ k(k :正の整数)のときに題意
が成り立つと仮定する (帰納法の仮定 1)。n = k+1のと
きを示す。長さ k+1の回り道の数#(Π, k+1)について
の帰納法で題意を示す。
(i)#(Π, k + 1) = 1のとき：次の 2条件を満たす簡約規
則∆ ⇒ ∆

′
が 1つだけ存在する。

(7)∆は Πの部分証明図
(8)∆ ⇒ ∆

′
の主論理式 (Πの回り道)の長さは k + 1

この∆ ⇒ ∆
′
によって Πが簡約される証明図を Π

′′
とお

く。∆
′
は Π

′
の部分証明図である。定理はこの簡約規則

∆ ⇒ ∆
′′
の種類によって場合分けして示される。本稿で

は、この部分の証明を省略する。
(ii)#(Π, k + 1) ≥ 1のとき： #(Π, k + 1) ≤ l(l : 正の
整数)のとき題意を満たすと仮定する (帰納法の仮定 2)。
#(Π, k + 1) = l + 1のときを示す。その最も上の最も右
の回り道を主論理式とする簡約規則∆ ⇒ ∆

′
で (7)、(8)

を満たすものが存在する。(i)と同様に Π
′′
を定める。こ

の簡約規則∆ ⇒ ∆
′
の種類によって場合分けして示す。

本稿では次の場合のみを示す。
(ii.1)∆ ⇒ ∆

′
が ∧簡約規則で次の形の場合
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次の 3条件を示すことができる。
(ii.1.1) A ∧B が Πにおける長さ k + 1の回り道の
うち、最も上のものである
(ii.1.2) Π1 と Π2 には長さ k + 1以上の回り道
は存在しない
(ii.1.3) ∆の A ∧B 以上でない Πの部分の
長さ k + 1以上の回り道の数は l以下である

(ii.1.1) は (8) から、残り 2 つは (ii.1.1) , n = k + 1 ,

#(Π, k + 1) = l + 1から得られる。(ii.1.1)より
(ii.1.4) Aの長さは k以下である
を得る。また、(ii.1.2)より、
(ii.1.5) Π1 の長さ k + 1以上の回り道は存在しない
を得る。さらに、(ii.1.3)より、
(ii.1.6) Π

′
の A以上でない Π

′′
の部分の

長さ k + 1の回り道の数は l以下である
を得る。(ii.1.4), (ii.1.5), (ii.1.6)よりΠ

′′
のランクは k以

下であり、(4)と (5)も満たす。したがって、（帰納法の仮
定 2）により定理を得る。

証明終
なお、上の証明の場合 (ii)において∆ ⇒ ∆

′
をその主

論理式（回り道）が最も上の最も右のものをとった。し
かし、その主論理式を最も上の最も左とすると、必ずし
も #(Π, k + 1)が小さくできるとは限らない。以下に小
さくならない例を示す。
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簡約前の回り道はA → A∧Aのみであるが、簡約後の回
り道は A ∧ (A ∧ A)と A ∧ (A ∧ A)であり、A → A ∧ A

と A ∧ (A ∧ A)の長さは同じなので #(Π, k + 1)は 1つ
増えている。
なお、[3]では∆が最も左上になるようにとっている。

4 うまくいかない簡約規則

3節で証明した正規形定理は、∨簡約規則と ⊥簡約規
則を対象としなかった。その理由は、「3節の証明と同様
に #Π(Π, k + 1)や Πのランクを小さくする」ことがで
きない例があるからである。この節では、その例のうち
∨簡約規則の例を挙げる。

∨簡約規則∆ ⇒ ∆′ の例：
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簡約前では回り道は [A]5 の下の「A ∨ B」のみである
が、簡約後では「(A∨B)∨A」が回り道なので、証明図
のランクが大きくなってしまっている。

5 おわりに

自然演繹法を定義・導入し、回り道のある証明図と回
り道のない証明図を比較した。回り道を除去し回り道の
ない証明図を保証する正規形定理の証明を重点的に研究
を進めた。あらゆる場合を加味して証明をしなければな
らなかったところに非常に苦労した。
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