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1 はじめに

2次元の一般的な領域上の積分は，適当な領域分割と変
数変換により長方形領域上の積分に帰着できる．この意
味で長方形領域上の数値積分則は基本的で重要である.

本研究では二次元長方形領域上の定積分を近似する適
応型数値積分則の構成を行う．
適応型積分則とは，要求精度にしたがって長方形領域
を小長方形領域に分割し，各小長方形領域に同じ基本公
式を用いる計算法である．分割が細かくなればなるほど
精度はよくなる．その際，積分誤差の小さい部分は粗く
分割し，積分誤差の大きい部分は細かく分割することで，
一様均等な分割法と同じ精度が，より少ない分割数で達
成できる．
積分領域の三角形分割については牧 [2]，古田 [3]，西田

[4]，嶋出 [5]にわたって研究してきた．その成果を本研究
でも長方形分割において取り入れる．

2 数値積分則の設計

xy-平面上の長方形領域をD = [a, b]× [c, d]と書く．D

上の関数 f の積分をQ(D)f =
∫
∆
f(x)dxdyと置く．基本

長方形領域∆ = [−1, 1]×[−1, 1]のn個の標本点π1 = (ξ1
，η1)，π2＝ (ξ2，η2)，…，πn = (ξn，ηn) ∈ ∆と重みρ1，ρ2，…
，ρn による積分公式を

Inf =
n∑

l=1

ρlf(πl) ∼=
∫
∆

f(x)dxdy (1)

と書く．
∆から一般の長方形領域Dへのアフィン変換 p = φ(q)

による変数変換で

Q(D)f =

∫
D

f(p)dxdy =
S

4

∫
△
f(φ(q))dtdu． (2)

この右辺に積分則 In を用いてD上の積分公式

In(D)f =
S

4

n∑
i=1

ρif(φ(ξi, ηi)) ∼= Q(D)f (3)

を得る．ここで，S はDの面積である．

[定義 2.1] 任意の s次式 f で In(D)f = Q(D)f，かつ
In(D)f ̸= Q(D)f となる s + 1次式 f が存在するとき，
積分公式 In(D)は次数 sであると言う．//

[定理 1] 積分則 (3)の積分公式 In(D)が s次だとする．
被積分関数 f は s+ 1回連続微分可能とし，

MD = max
p∈D

s+1∑
k=0

∣∣∣∣f (k，s+1−k)(p)

k!(s+ 1− k)!

∣∣∣∣ (4)

とする．また長方形領域Dに外接する円の半径を rとす
る．このとき，

|Q(D)f − In(D)f | ≤
(
1

4
∥ In ∥△ +1

)
MDSrs+1．(5)

ここで，∥・∥△ は領域△上の一様ノルムである．//

積分誤差は D の面積 S と半径 r が小さいほど小さく
なる．

3 適応型積分則の基本アルゴリズム

ϵ > 0を許容誤差とする適応型積分則 Q(D, ϵ)は次のよ
うな再帰関数で表現できる．

Q̂(D，ϵ)f =

{
In(D)f (En(D)f ≤ ϵ)

Q̂(D1，ϵ2 ) + Q̂(D2，ϵ2 ) (En(D)f > ϵ)

ここで，En(D)f は絶対誤差 |In(D)f − Q(D)f |の推定
公式である．このアルゴリズムでは，与えられた許容誤
差 ϵ > 0に対し真の積分値Q(D)f の近似積分 In(D)f を
|In(D)f − Q(D)f | ≤ ϵを満たすように計算する．もし，
|In(D)f −Q(D)f | > ϵなら，辺に平行な直線で小長方形
領域D1, D2に 2等分し（図 1），それぞれに同じ積分則
(3)を用いる．
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図 1 長方形の分割

この再帰的な操作を繰り返し，すべての小領域で割り当
てられた許容誤差を満たした時点で近似積分が完了する．
分割は，辺の中点と重心を結ぶ直線による面積等分割
を用いる．選ぶ辺により，2つの分割方向が考えられ，効
率的な数値積分の構成には分割方向の決定が重要である．

4 適応型積分則における分割方法と誤差評価

ここでは，西田 [4]，嶋出 [5]の分割方法決定法につい
て考察する．彼らは三角形分割について研究してが，彼
らのアイデアを長方形分割に翻案して述べる．

4.1 西田の分割方法とその欠点

西田 [4]は，分割後の誤差を補間法により推定する方法
を考案した．これにより，最も誤差の小さくなる分割方



向を予想し，その方向に分割する積分法を開発した．こ
の方法は，牧 [2]，古田 [3]と比べ，分割方向の決定が的
確であった．しかし，どの方法においても誤差評価関数
E(D)f が誤差を過小評価したため，要求精度に達する前
に積分を終了してしまうという失敗が少数ながら観察さ
れた．

4.2 嶋出の誤差評価法

嶋出 [5]は，分割方向の決定に関して西田 [4]の方法を
採用し，異なる埋め込み型 2次公式による誤差評価式を
４通り作成した．そして，4通りの評価のなかで最悪のも
のを最終評価とした．

4.3 我々の方法

＜基本積分則＞標本点集合は要素数 17の

{πi} =
{
( 2i−3

3 , 2j−3
3 )

∣∣0 ≤ i ≤3, 0 ≤j ≤3
}
∪ (0, 0) (6)

とした．この上で単項式

{xkyl|0 ≤ k ≤ 3, 0 ≤ l ≤ 3} ∪ {x4y4} (7)

が正確に積分できるように基本積分則 I17 を設計した．
＜誤差評価式＞ 2次埋め込み型標本点は 16点で基本積分
則の標本点集合(6)から (0, 0)を除いた部分集合を用いる．
単項式の積分を

Skl =

∫∫
∆

xkyldxdy (k ≤ 0, l ≤ 0) (8)

として，κ = 0, 3のとき

Ĩ<κ>
16 (xkyl)=Skl((k, l) ̸=(κ, 3−κ)∩(k, l) ̸=(2,2)) (9)

Ĩ<κ>
16 (xκy3−κ) =

4

(κ+ 1)(4− κ)
((k, l) = (κ, 3− κ)) (10)

Ĩ<κ>
16 (x2y2) = 0((k, l) = (2, 2)) (11)

κ = 1, 2のとき

Ĩ<κ>
16 (xkyl) = Skl ((k, l) ̸= (κ, 3− κ)) (12)

Ĩ<κ>
16 (xκy3−κ) =

4

(κ+ 1)(4− κ)
((k, l) = (κ, 3− κ))

(13)

を満たすように 4つの埋め込み型公式

I<κ>f =
16∑
i=1

ρ̃<κ>
i f(ξiηi) (0 ≤ k ≤ 3) (14)

を作成する．これらは２次則である．
これを用いて，4つの誤差評価式

E<κ>
16 (D)f=

∣∣Ĩ<κ>
16 (D)f − I16(D)f

∣∣ (0≤ κ≤ 3) (15)

が得られる．そして，許容誤差 ϵ > 0に対し，E16(D)f ≡
max
0≤κ≤3

{E<κ>
16 (D)f} ≤ Aϵのとき，|I16(D)f−Q(D)f | ≤ ϵ

とみなすこととする．ここで Aは安全係数で A = 15と
した．

5 数値実験結果

許容誤差 ε = 10−4 で

If =

∫ 2

−2

∫ 2

−2

e−(x2+y2)dxdy (16)

を計算した結果．誤差は 2.40× 10−5 < εの積分は成功し
た．分割数は 475回，標本点数は 6667点であった．領域
分割の結果を図 2に示す．なだらかなふもとでは分割数
が少なく，急峻な山地で分割数が多くなっており，合理
的に分割が行われている．

図 2 領域分割結果

6 おわりに

長方形領域における数値積分において，精度の低い長方
形領域を２つの小長方形領域に分割することを繰り返し
て，求める精度の近似積分を行う適応型積分則をMath-

ematicaで作成した．牧 [2]，古田 [3]，西田 [4]，嶋出 [5]

を参考に今回は三角形領域の積分に関する研究を長方形
領域の積分に応用し発展させた．
我々の方法は，分割戦略，誤差評価法共に性能がよく，
優秀であった．基本積分則 I17 の重みがすべて正になら
ない，I17は再利用できない標本点 (0, 0)を含む，という
問題点が残された．それに基づいて完全な再利用可能公
式で積分則を構成することが今後の課題である．
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