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1 はじめに

数理論理学を研究していて、数学的なものだけではな
く、日常的な思考を論理的に分析しているという様相論
理に興味を持った。
本研究の目的は、小野 [1]第 4章で紹介されている様相
論理の一般的性質と様相論理の 1つである時間の論理に
ついての理解を深めることである。具体的には、小野 [1]
の問に解を与えることによってその理解を深める。
以下の 2、3、4節は、小野 [1]にしたがって、それぞれ、
様相論理、クリプキによるセマンティクス、時間論理を
導入する。さらに、3、4節では、卒業論文で解を与えた
問の一部を示す。

2 様相論理

この節では、様相論理を導入する。まず、論理式を定
義する。

定義 2.1(様相論理の論理式)
(1)それぞれの命題変数は論理式である。
(2)A,B がともに論理式ならば、(A ∧ B),(A ∨ B),(A ⊃
B),(¬A),(2A)はいずれも論理式である。

また、♦Aを ¬2¬Aの省略形として用いる。2A, ♦Aの
直観的な意味は以下のとおりである。

(1)2A ⇔ 必然的に Aである
(2)♦A ⇔ Aである可能性がある

定義 2.2(体系K) 体系 K は古典命題論理の sequent 体
系 LK に、さらに2に関するつぎの推論規則をつけ加え
たものである。

B1,…, Bm → A

2B1,…,2Bm → 2A
(2)

推論規則として (2)を含むような様相論理を正規な様
相論理という。正規な様相論理を定義するために、いく
つかの論理式の型X1,…,Xk に対し、始式として

→ Xi (i = 1,…,k)
をつけ加える。このようにして定義される様相論理をKX1

…Xk と表す。また、これらのX1,…,Xk をこの様相論理
の公理型という。以下に代表的な公理型を挙げる。
D : 2A ⊃ ♦A

T : 2A ⊃ A

4 : 2A ⊃ 22A

B : A ⊃ 2♦A

5 : ♦A ⊃ 2♦A

3 クリプキによるセマンティクス

この節では、クリプキによる様相論理のセマンティク
スを導入し、小野 [1]の問に解を与える。

定義 3.1(クリプキ・フレーム) 空でない集合M とM 上
の二項関係 Rの対 (M ,R)をクリプキ・フレームという。
M およびRをそれぞれこのクリプキ・フレームの可能世
界の集合および到達可能関係という。

定義 3.2(クリプキ・モデル) (M ,R) をフレームとし、
V を各命題変数に対し V (p) ⊆ M となるような写像と
する。このとき、V をフレーム (M ,R)上の付値という。
(M ,R,V )をクリプキ・モデルという。与えられたクリプ
キ・モデルに対し、M の要素と論理式の間の二項関係 |=
を次のように帰納的に定義する。

(1)a |= p ⇔ a ∈ V (p) (p は命題変数)
(2)a |= A ∧ B ⇔ a |= A かつ a |= B

(3)a |= A ∨ B ⇔ a |= A または a |= B

(4)a |= A ⊃ B ⇔ a |= A でないか、または a |= B

(5)a |= ¬A ⇔ a |= A でない
(6)a |= 2A ⇔ aRb となるすべての bに対し b |= A

関係 |=は付値 V から一意的に定まるので、(M ,R,|=)も
クリプキ・モデルという。また、(5)と (6)より、次の (7)
が導かれる。

(7)a |= ♦A ⇔ aRbとなるある bに対し b |= A

定義 3.3(恒真な論理式) フレーム (M ,R)上の任意の付
値 |=とM の任意の要素 aに対して a |= Aとなるとき、
論理式Aは (M ,R)で恒真であるという。クリプキ・モデ
ル (M ,R,|=)において、ある b(∈ M)に対し b 6|= Aとな
るとき、(M ,R,|=)で論理式Aは偽であるという。またあ
る付値 |=に対し、Aが (M ,R,|=)で偽であるとき、Aは
フレーム (M ,R)で偽であるという。

公理型について到達可能関係との関係を述べる。二項
関係 Rに対し、Rが継続的、対称的、ユークリッド的、
推移的であることを次のように定義する。
(1)R が継続的 ⇔ どの x に対してもある y が存在して
xRy

(2)Rが対称的 ⇔ xRyならば yRx

(3)Rがユークリッド的 ⇔ xRyかつ xRzならば、yRz

(4)Rが推移的⇔ xRyかつ yRzならば、xRz

問 フレーム (M ,R)で論理式 22A ⊃ 2Aが恒真になる
ためには、Rがどのような性質を持てばよいか。
解 (M ,R)上の同値性

22A ⊃ 2Aが恒真⇔ Rが稠密である

を示す。Rが稠密であるとは、「xRyならば、ある zが存
在し xRzかつ zRy」が成り立つことである。
まず、Rが稠密であるとき 22A ⊃ 2Aが恒真である
ことを示す。a 6|= 22A ⊃ 2Aであるとすると、2条件

1)a |= 22A

2)a 6|= 2A



が成り立つ。1)より、
1′)aRxとなるすべての xに対し x |= 2A

が成り立つ。2)より、
2′)aRbとなるある bに対し b 6|= A

が成り立つ。Rが稠密なので、aRbに対して、aRcかつ
cRbとなる cが存在する。aRcと 1′)より、c |= 2Aとな
る。よって、

3)cRyとなるすべての yに対し y |= A

が成り立つ。3) と cRb より、b |= A となる。これは、
2′)b 6|= Aと矛盾する。よって、a |= 22A ⊃ 2Aが成り
立つ。したがって、Rが稠密であるとき 22A ⊃ 2Aが
恒真となる。
つぎに、Rが稠密でないとき、22A ⊃ 2Aが恒真でな
いことを示す。Rが稠密でないから、ある a, b ∈ M が存
在して、すべての uに対し「aRbかつ (a6Ruまたは u 6Rb)」
となる。また、

4)b 6|= p、b以外の zで z |= p

とする。aRbと 4)より、
5)a 6|= 2p

が成り立つ。また、a 6|= 22pであるとする。すると、
6)aRcとなるある cに対し c 6|= 2p

が成り立つ。6)より、
6′)cRdとなるある dに対し d 6|= p

が成り立つ。b 6= dのとき、6′)の d 6|= pは、4)の「b以
外の z で z |= p」という条件と矛盾する。また、b = d

のとき、aRbかつ aRcかつ cRbとなるが、これは、条件
「ある a, b ∈ M が存在して、すべての uに対し「aRbか
つ (a6Ruまたは u 6Rb)」」と矛盾する。よって、

7)a |= 22p

が成り立つ。5)と 7)より、a 6|= 22p ⊃ 2pが成り立つ。
よって、Rが稠密でないとき、22A ⊃ 2Aが恒真でない。
以上より、Rが稠密⇔ 22A ⊃ 2Aが恒真となる。

4 時間論理

この節では、時間論理を導入し、第 3節と同様に小野
[1]の問に解を与える。

二つの様相演算 [P]と [F]を導入し、[P]A、[F]Aをそ
れぞれ「過去においていつも A」、「未来においていつも
A」と解釈する。また、〈F〉A、〈P〉Aをそれぞれ ¬[F]¬A、
¬[P]¬Aの省略形とする。また、Rを到達可能関係とする
と aRbは時点 bは時点 aより後にあることを意味するこ
とになる。2A を [P]A ∧ A∧[F]Aの省略形とする。

定義 4.1(時間論理のフレームと付値) 空でない集合 M

と、M 上の推移的な二項関係 Rの対 (M ,R)を (時間論
理の)フレームという。フレーム (M ,R)上の付値は様相
論理の場合と同様に定義される。ただし a ∈ M に対し
(1)a |=[P]A ⇔ bRaとなるすべての bに対し b |= A

(2)a |=[F]A ⇔ aRbとなるすべての bに対し b |= A

と定める。

M 上の二項関係Rが狭義の全順序であるとは、Rが推
移的かつつぎの (1),(2) を満たすものとする。
(1)任意の x, yに対し、xRyまたは x = yまたは yRx。

(2)任意の xに対し、xRxとはならない。
たとえば、整数全体の集合 Z上の大小関係<は狭義の全
順序である。
同様に、有理数全体の集合Qや実数全体の集合R上の
大小関係<は狭義の全順序であり、さらに、稠密である。

問 フレーム (Z,<)で A∧[P]A ⊃ 〈F〉[P]Aが恒真になる
ことを示せ。また (Q, <)ではA∧[P]A ⊃ 〈F〉[P]Aが偽に
なることを示せ。
解 まず、フレーム (Z,<)で A∧[P]A ⊃ 〈F〉[P]Aが恒真
になることを示す。

a 6|= A∧[P]A ⊃ 〈F〉[P]Aであると仮定すると、3条件
1)a |= A

2)a |=[P]A
3)a 6|= 〈F〉[P]A(つまり、a |=[F]¬[P]A)

が成り立つ。2)より、
2′)x < aとなるすべての xに対し x |= A

が成り立つ。3) より、a < y となるすべての y に対し
y 6|=[P]A。したがって

3′)a + 1 6|=[P]A
が成り立つ。3′)より、

3′′)b < a + 1となるある bに対し b 6|= A

が成り立つ。<は整数の大小関係なので、b < a + 1よ
り、b = aまたは b < aである。b = aのときは、1)より
b |= A、b < aのときは 2′)より b |= Aとなる。よって、
いずれの場合も b |= A。これは、3′′)b 6|= Aと矛盾する。
よって、a |= A∧[P]A ⊃ 〈F〉[P]A
次に、(Q,<)では A∧[P]A ⊃ 〈F〉[P]Aが偽になること
を示す。
有理数 0 ∈ Qが存在する。また、
4)0 |= p, (u < 0 ⇒ u |= p), (0 < v ⇒ v 6|= p)

が成り立つとする。4)より、
5)0 |= p

6)0 |=[P]p
が成り立つ。また、v ∈ Qなので、

7)すべての vに対し「0 < v ⇒ 0 <v
2 かつ

v
2< v」

が成り立つ。0 < vを満たす vを任意にとると、7)より、
8)0 < v

2< v

が成り立つ。また、8)と 4)より、
9)v

2 6|= p

が成り立つ。8)と 9)より、
10)v 6|=[P]p

が成り立つ。10)と 0 < vより、
11)0 |=[F]¬[P]p(つまり、0 6|= 〈F〉[P]p)

が成り立つ。5)、6)、11)より、0 6|= p∧[P]p ⊃ 〈F〉[P]pが
成り立つ。

5 おわりに

本研究により、様相論理と時間論理の理解を深めるこ
とができた。
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