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1 はじめに

円軌道上の主衛星とその近傍の従衛星の相対運動の方
程式は，時不変非線形微分方程式で与えられる．原点で
線形化した方程式は Hill-Clohessy-Wiltshire 方程式とよ
ばれ，軌道面内の運動は楕円で表される周期解をもつ．軌
道面外の運動は単振動の方程式により表される．本研究
では軌道面内運動に関して，1入力にした場合の周期解
を用いた人工衛星のフォーメーション形成・再構成問題
を定式化する．ここでの評価関数は燃料消費を表す総速
度変化とする.これまでの研究で，面内運動の最適インパ
ルス制御および最適パルス制御は飛行方向の推力のみに
より実現されることが知られている．そこで１推力のみ
の制御系の可制御性を考察する．さらにフィードバック
により最適制御の性能にどれだけ近づくことができるか
検討する．

2 相対運動の方程式

半径R0の円軌道上の主衛星とその近傍の従衛星の相対
運動を考えるため，主衛星の重心を原点とする図 1の回
転座標系 o − {i, j,k}を考える．このとき相対位置ベク
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図 1 円軌道上の主衛星

トルを r = xi+ yj + zkとすると，運動方程式より

ẍ = 2nẏ + n2(R0 + x)− µ

R3
(R0 + x) + ux

ÿ = −2nẋ+ n2y − µ

R3
y + uy (1)

z̈ = − µ

R3
z + uz

が得られる．ここで [ux uy uz]
T = uは従衛星に働く推

力，R = [(R0 + x)2 + y2 + z2]1/2である．この方程式を
原点 x = y = z = 0で線形化すると

ẍ− 2nẏ − 3n2x = ux

ÿ + 2nẋ = uy (2)

z̈ + n2z = uz

が得られる．この方程式は Hill-Clohessy-Wiltshire

(HCW) 方程式とよばれる．推力を u = 0，初期値を
[x0 y0 ẋ0 ẏ0]

T とする面内運動の解は

x(t) = 4x0 + 2ẏ0/n− (3x0 + 2ẏ0/n) cosnt+ (ẋ0/n) sinnt

y(t) = y0 − 2ẋ0/n+ (2ẋ0/n) cosnt+ (6x0 + 4ẏ0/n) sinnt

− (6nx0 + 3ẏ0)t (3)

ẋ(t) = ẋ0 cosnt+ (3nx0 + 2ẏ0) sinnt

ẏ(t) = (6nx0 + 4ẏ0) cosnt− 2ẋ0 sinnt− (6nx0 + 3ẏ0)

で与えられる．初期値を [z0 ż0]
T とする面外運動の解は

z(t) = z0 cosnt+ (ż0/n) sinnt

ż(t) = −nz0 sinnt+ ż0 cosnt
(4)

であり，周期解となる．上の解をパラメータ表現すると

x(t) = 2c+ a cos(nt+ α)

y(t) = d− 3nct− 2a sin(nt+ α) (5)

z(t) = b cos(nt+ β)

となる.ここで

a =
[
(3x0 + 2ẏ0/n)

2 + (ẋ0/n)
2
]1/2

, c = 2x0 + ẏ0/n

d = y0 − 2ẋ0/n, sinα = −ẋ0/na

cosα = − (3x0 + 2ẏ0/n) /a, b = [z20 + (ż0/n)
2]1/2

cosβ = z0/b, sinβ = −ż0/nb (6)

である.面内運動は c = 2x0 + ẏ0/n = 0のとき周期解と
なり，この条件を CW条件という．
(2) の状態方程式は

ẋ = Ax+Bu, x(0) = x0 (7)

となる.ここで

A =



0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

3n2 0 0 2n 0 0

0 0 −2n 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 −n2 0


, B =



0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1


である.パラメータ (a, c, d, α; b, β)により表される (7)の
解を γH = (a, c, d, α; b, β)と表す. c = 0のときこの解は
周期軌道となり γH = (a, d; b)と表す．フィードバック制
御によるフォーメーション形成問題とは，(7)の解を与え
られた周期軌道 γH

f = (af , df ; bf )に漸近的に追従させる
ことである．このときの評価関数は，制御に使う推力の
絶対積分であり，これは消費燃料に比例する，特に従衛



星の初期軌道が周期軌道であるときは，フォーメーショ
ン再構成問題となる．文献 [3]では，有限回のインパルス
入力により速度を変化させ，最終インパルスのあと (7)の
軌道を周期軌道 γH

f = (af , df ; bf )に一致させる問題が考
察されている．評価関数はインパルスの大きさの総和で
あり，通称∆V として知られている．面内運動に関して
は３インパルスの最適解が得られており，最適制御は uy

のみを用い，その∆V は

∆V ∗
i =

n

2
|af − a0| (8)

となる [2, 3]．面外運動では，１インパルスの最適解が得
られている．同様に一定値入力のパルスによるフォーメー
ションにおいても，面内運動に関しては３パルスの最適
解が得られている．最適制御は uy のみを用い、その∆V

は

∆V ∗
p =

n2τ

4 sin nτ
2

|af − a0| (9)

となる [4]．ここで τ はパルス幅である．τ → 0とすると
∆V ∗

p はインパルスの∆V ∗
i に収束する．フィードバック

による制御では，評価関数（総速度変化）が∆V ∗
i に近い

準最適制御を求めることが課題となる．
１入力 uxによるフォーメーション再構成問題は，２イ
ンパルス，２パルスの最適制御が得られておりその ∆V

は

∆V ∗
xi = n|af − a0|,

∆V ∗
xp =

n2τ

2 sin nτ
2

|af − a0|
(10)

であり，(8), (9)の２倍となっている．

3 面内運動：１入力による制御

面内運動のシステムは

ẋ =


0 0 1 0

0 0 0 1

3n2 0 0 2n

0 0 −2n 0

x+


0 0

0 0

1 0

0 1

u (11)

となる.このシステムの可制御性行列の階数は４であり可
制御である．uy のみの１入力のとき，制御行列は by =

[0 0 0 1]T となり，可制御である．ux のみの１入力のと
きは bx = [0 0 1 0]T となり，可制御性行列の階数は３で
あり不可制御となる．このとき可制御部分空間は

0 1 0

0 0 −2n

1 0 −n2

0 −2n 0


の列ベクトルの張る空間となる．この部分空間は c = 2x0+

ẏ0/n = 0であり，軌道が周期解となる部分空間である．
従って１入力 uxによるフォーメーション再構成問題は意

味をもつことが分かる．

T−1 =


0 1 0 2n

1 0 0 0

0 0 1 0

0 −2n 0 1


とおき，変数変換 x̄ = T−1xを行うと面内運動の状態方
程式は

˙̄x = Ā1x̄+ b̄xux (12)

となる．ここで

Ā1 = TA1T
−1 =

[
Āc Ā12

0 Āc̄

]

=


0 −2n 0 1

0 0 1 0

0 −n2 0 n+ n3

0 0 0 0



b̄x = Tbx =

[
b̄c
0

]
=


0

0

1

0


である．状態の第 4成分が不可制御となる．

4 フォーメーション問題の解

HCWシステム (7)に対して目標軌道 γH
f = (af , df ; bf )

が与えられたとする．このとき軌道上に仮想の衛星をお
き，その方程式を

ẋf = Axf , xf (0) = xf0 (13)

とおく．このとき軌道の誤差 e = x− xf は

ė = Ae+Bu, e(0) = e0 (14)

となる．目標軌道に追従させるためにはシステム (14)を
安定化すればよい．安定化フィードバックを最適レギュ
レータのリッカチ方程式

ATX +XA+Q−XBR−1BTX = 0　 (15)

より

u = −R−1BTXe　 (16)

とする．
uy,uz によるフォーメーション再構成問題を考える.

B1 =



0 0

0 0

0 0

1 0

0 0

0 1


として,リッカチ方程式の解を計算すると

X = diag(X1,X2)



X1 =


36.5859 −6.2841 17.2448 10.2210

−6.2841 2.7970 −3.4070 −1, 0000

17.2448 −3.4070 9.2146 4.2841

10.2210 −1.0000 4.2841 4.0170



X2 =

[
1.9123 0.4142

0.4142 1.3522

]

この時のフィードバックゲイン Kは

K = diag(K1,K2)

K1 =
[
10.22100 −1.0000 4.2841 4.0170

]

K2 =
[
0.4142 1.3522

]
となる.このフィードバックによるシミュレーション結果
を図 2,図 3に示す.
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図 2 uy による制御：面内運動
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図 3 uy,uz による制御：3次元 (q=1)

重み Q=qIの qを 1から 0.01ずつ下げたときの L1-ノ
ルムのシミュレーション結果を図 4に示す.

00.20.40.60.81

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

0.045

0.05

Q

L
1
ノ

ル
ム

図 4 uy の L1-ノルム

HCWシステムでは qを下げていくとフィードバック
の L2-ノルムは 0に減少していくことが知られている.[2]

この性質をエネルギー零収束原点可制御性 (NCVE)とい
う.L2-ノルムは qとともに単調に減少していくことが分
かった.uy の L1-ノルムも L2-ノルムと同様に qとともに
減少することが分かる.

目標軌道に 5周期以内で収束させるときの qの最小値
は q=0.052であり,その時のシミュレーション結果を図 5

に示す.
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図 5 uy,uz による制御:3次元 (Q=0.052)

次に ux,uz によるフォーメーション再構成問題を考え
る.このとき制御行列は

B2 =



0 0

0 0

1 0

0 0

0 0

0 1


である.可制御な部分システムのリッカチ方程式

ĀT
c X +XcĀc +Qc −Xbcr

−1bTc X = 0　 (17)

によりフィードバック

ux = [−r−1bTc Xc 0]T−1e1　 (18)

を設計する．ここで e1 は面内運動の誤差である.リッカ
チ方程式の解を計算すると

X = diag(X1,X2)



X1 =

 1.7071 −2.4142 −1.0000

−2.4142 6.2426 2.4142

−1.0000 2.4142 2.4142



X2 =

[
1.9123 0.4142

0.4142 1.3522

]

である.この時のフィードバックゲイン Kは

K = diag(K1,K2)

K1 =
[
−1.0000 2.4142 2.4142 0

]
T−1

K2 =
[
0.4142 1.3522

]
となる.このフィードバックによるシミュレーション結果
を図 6に示す.
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図 6 ux,uz による制御：3次元 (q=1)

重み Q=qIの qを 1から 0.01ずつ下げたときの L1-ノ
ルムのシミュレーション結果を図 7に示す.
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図 7 ux の L1-ノルム

目標軌道に 5周期以内で収束させるときの qの最小値
は q=0.049であり,その時のシミュレーション結果を図 8

に示す.
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図 8 ux,uz による制御:3次元 (q=0.049)

5 おわりに

本研究では,衛星の進行方向の入力と面外運動に対する
入力によるフォーメーション再構成問題を考察した. リッ
カチ方程式の状態に関する重み qを下げることで, HCW

システムではフィードバックの L2-ノルムは 0に減少し
ていき, L1-ノルムは q とともに単調に減少することを
確認した. 5周期以内に収束させるための最小な重みは
q=0.052であった. このときの燃費を表す L1-ノルムを最
適制御の 4倍程度で制御できた. 面内運動の動径方向の
入力による制御ではシステムは不可制御であるが可制御
部分空間を導出することにより，フォーメーション再構
成が可能であり, 5周期以内に収束させるときの最小な重
みは q=0.049 であった. L1-ノルムも最適制御の 3倍程
度で制御できた.
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