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1 はじめに

状態フィードバック制御は状態 xが直接観測できるこ
とが必要である. しかし, 実際のシステムでは状態 xをす
べて観測できるとは限らない. もし, 状態 xが観測するこ
とができず, 観測システムの出力 y だけが与えられる場
合, 状態推定器であるオブザーバを用いて状態 xを推定
する必要がある.

本研究は, カルマンフィルタを同一次元のオブザーバの
設計手法として利用し, 二輪型倒立振子の制御を行う. オ
ブザーバとしてカルマンフィルタを使用し, 設計されたカ
ルマンフィルタと最適レギュレータによって得られた状
態フィードバック制御を併用した LQG制御を用いて姿勢
制御を行う. シミュレーションを行い所望の性能を満た
しているかを検証する.

2 制御対象とモデリング

制御対象として二輪型倒立振子ロボットである LEGO

Mindstormsを使用する. 図 1は二輪型倒立振子の倒立状
態の観測モデルである.

図 1 二輪型倒立振子の倒立状態の観測モデル

ラグランジュの運動方程式を用いて状態方程式を導出
する [1]. 並進方向の運動エネルギー T1, 回転方向の運動
エネルギー T2, 位置エネルギーU と置くと, ラグランジュ
の運動方程式 Lは以下のようになる.

L = T1 + T2 − U (1)
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1

2
Jwθ̇

2

+
1

2
Jψψ̇

2 +
1

2
Jm(θ̇ − ψ̇)2 −mgzm −Mgzb (2)

直立姿勢近傍で線形化を行い状態方程式を求める.

ψ → 0の極限を取り, sinψ→ψ, cosψ→ 1, ψ̇→ 0とすると

Fθ = [(m+M)R2 + Jw + Jm]θ̈ + [MLR− Jm]ψ̈ (3)

Fψ = [MLR− Jm]θ̈ + [ML2 + Jψ + Jm]ψ̈

−MgLψ (4)

x = [θ, ψ, θ̇, ψ̇]T, u = V とすると, 状態空間表現は以下の
形となる.

ẋ = Ax+Bu (5)

3 最適レギュレータ

参考文献 [1] においては最適レギュレータを使用した
サーボ系によって制御系が設計されている. 観測出力と目
標値との偏差を zとおき, サーボ系の設計には制御対象に
積分器を付加した, 以下のような拡大系について考える.[
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最適レギュレータは, 与えられた重み行列Q ≥ 0,R > 0

に対して, 評価関数

J =
∫∞
0

(xTQx+ uTRu)dt (7)

を最小化するようなフィードバックゲインK を求めるも
のである. フィードバックゲインK は

K = −R−1BTP (8)

の式で与えられる. ただし, P はリカッチ方程式

PA+ATP − PBR−1BTP +Q = 0 (9)

を満足する唯一の正定対称解である.

4 カルマンフィルタ

実際のシステムにおいては状態 xが全て観測できると
は限らない. 状態 xが観測できず出力 y が観測できる場
合, 状態推定器によって状態推定値 x̂を構成する必要が
ある. カルマンフィルタは入力, 出力にノイズが存在する
問題に対してノイズを低減させる同一次元オブザーバを
設計する手法の 1つである.

状態を推定したい制御対象を

ẋ = Ax+Bu+Gv

y = Cx+Hw
(10)

とおく. この時, v はシステムノイズ, wは観測ノイズで
ある. v, wはそれぞれ無相関な白色ノイズであり,

E[v(t)] = 0, E[w(t)] = 0

E[v(t)v(t)T] = Qn, Qn ≥ 0

E[w(t)w(t)T] = Rn, Rn > 0



を満たす. この時, 定常偏差の共分散

J = lim
t→∞

E({x(t)− x̂(t)}{x(t)− x̂(t)}T)

を最小化する状態推定値 x̂をおく.　
この時, 最適な解は

˙̂x = Ax̂+Bu+ L(y − Cx̂)[
ŷ

x̂

]
=
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C

I

]
x̂ (11)

の方程式となる.

カルマンフィルタゲイン Lk は

Lk = PCTR−1
n (12)

で与えられる. ただし行列 P はリカッチ方程式

PAT +AP − PCTR−1
n CP +Qn = 0 (13)

を満たす唯一の正定解である.

5 シミュレーション

最適レギュレータの重み行列Q, Rをそれぞれ以下のよ
うにした.

Q = diag[1, 3× 105, 1, 1, 2× 102]

R = diag[1× 103, 1× 103]

この時,状態フィードバックゲインKf 及び積分ゲインKi

は以下のようになった.

Kf =

[
−0.6857 −26.0554 −1.0684 −2.1452

−0.6857 −26.0554 −1.0684 −2.1452

]
Ki = −0.3162

カルマンフィルタゲインLkを求める. システムノイズ v

の重み行列Qnはモデル化誤差を考慮する [2]. 変動するパ
タメータは車輪の半径R[m]及び,車体の重心位置L[m]の
2種類とし,変動する範囲はそれぞれ 0.0325 ≤ R ≤ 0.035,

0.047 ≤ L ≤ 0.065とする. 変動したパラメータの組み合
わせは表 1のようになる.

車輪の半径 R[m] 車体の重心位置 L[m]

0.0325 0.056

0.0325 0.047

0.0325 0.065

0.035 0.047

0.035 0.065

表 1 変動したパラメータの組み合わせ

また, 本体の初期傾斜角度を ψ ̸= 0[deg]とした時の初期
状態 x(0) = [θ, ψ, θ̇, ψ̇]T = [0, ψ, 0, 0]T, u(0) = 0 の場合
を考えると, 式 (5)は以下のような形になる.

ẋ(0) =


0

0

A32ψ

A42ψ

 (14)

この時, 表 1の組み合わせで変動したパラメータを用いた
ẋ(0)と, 変動させる前のパラメータを用いた ẋ(0)との差
の絶対値をそれぞれ求め, 各項で最大となるものをそれぞ
れ対角行列である Qn の対角成分として決定した. 傾斜
角度 ψ = 5.0[deg]とした時, Qn は以下の値を得た.

Qn = diag[2.6614, 4.4163, 2.6614, 4.4163] (15)

観測ノイズwの重み行列Rnはジャイロセンサの観測ノイ
ズを考慮する. 静止状態でジャイロセンサが観測した角速
度 ψ̇[deg/s]を観測ノイズとし,共分散E[w(t)w(t)T] = Rn
を求める. その結果, Rn は以下の値を得た.

Rn = diag[0.0618, 0.0618] (16)

この時,カルマンフィルタゲイン Lk は以下の値を得た.

Lk =


1.3189 0.8039

0.1599 2.4038

0.9123 8.4177

1.3217 15.6242

 (17)

導出されたゲインをもとに, カルマンフィルタを通して
観測された状態推定値 x̂を用いて状態フィードバックを
行う LQG制御系を設計しシミュレーションを行った. 図
2は車体の初期傾斜角度を 5[deg]とした場合のシミュレー
ションの結果である. 最終的に ±1[deg]以内に収まって
いることがわかる.
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図 2 シミュレーション結果

6 おわりに

本稿では, 二輪型倒立振子ロボットにカルマンフィルタ
を適用して最適レギュレータで求めた状態フィードバッ
クゲインとの LQG制御系を設計した. そして得られたゲ
インをもとにシミュレーションを行った.
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