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1 はじめに

本研究の目的は、群の構造を理解するための最も基本
的なものの 1つである同型定理の理解である。その理解
は、斉藤 [1]を用いて、省略されている証明や記号を補い
ながら行った。特に、斉藤 [1]における、異なる演算を同
様に省略したいくつかの表現に対して、本研究ではしっ
かりと演算を区別した表現を与えた。この要旨にある準
同型定理の証明はその例である。卒業論文では、第一同
型定理と第二同型定理も扱い、その証明を理解したが、本
稿では、準同型定理とそれに必要な定義と性質を述べる。
　

2 群の定義

ここでは、群と部分群の定義と性質を述べる。
　
定義 2.1 空でない集合 Gと 2項演算 ·が与えられてい
て、次の 4つの条件を満たすとき、Gは ·に関して群、あ
るいは単に、Gは群であるという。Gの任意の元 a, bが
2項演算 ·に関して群であるとき、aと bによる演算結果
を a · bまたは、abと書く。

1)(閉鎖律) Gは演算 ·に関して閉じている。すなわち、
Gの任意の元 a, bに対して、a · b ∈ Gが成り立つ。

2)(結合律）Gの任意の元 a, b, cに対して、（a · b) · c =
a · (b · c)が成り立つ。

3)(単位元の存在) Gの任意の元 aに対して、e · a＝ a ·
e＝ aが成り立つ。この元 eを Gの単位元という。

4)(Gの各元に対する逆元の存在) Gの任意の元 aに対
して、Gのある元 xが存在して、a · x＝ x · a = eが成り
立つ。この xを aの逆元といい、a−1 とかく。
　
定義 2.2 群 Gの部分集合H が Gと同じ演算に関して
群になるとき、H は Gの部分群であるという。
　
定義 2.3 群 Gの部分集合 A,Bおよび Gの元 a, bに対
して、

1)AB = {xy；x ∈ A, y ∈ B}
2)Ab = {xb；x ∈ A}
3)aB = {ay；y ∈ B}　　　　　　　　　　　　　　　
と定義する。Gの演算 ·と、他の演算の区別を明確にした
いときは、上記をそれぞれ、A ·B,A · b,a ·Bと表現する。
　
補題 2.4 群 Gの任意の部分群H に対して、HH = H

が成り立つ。
　
定義 2.5 群 Gの部分群 H があるとき、G上の関係～
を次のように定める。

a, b ∈ Gに対して、a～b ⇔ a−1b ∈ H

このとき、～は同値関係であり、その商集合 G/～ は
{aH; a ∈ G}である。この商集合 G/～を G/H と表現
する。

3 正規部分群と商群

ここでは、正規部分群の性質を述べる。
　
定義 3.1 N を群Gの部分群とする。Gの任意の元 aお
よび N の任意の元 xに対して、axa−1 ∈ N が成り立つ
とき、N を Gの正規部分群という。
　
補題 3.2 群 Gの部分群を N とする。次の命題は互い
に同値である。

0)N は Gの正規部分群である。
1)任意の a ∈ Gに対して、aN = Na

　
補題 3.3 Gを群、N を Gの正規部分群とする。任意
の n ∈ N、a ∈ Gに対して、ある n′ ∈ N が存在して、
na = an′ が成り立つ。
　
補題 3.4 群 Gの正規部分群 N がある。Gの任意の元

a, bに対して、a−1 · b ∈ N と aN = bN は同値である。
　
補題 3.5 Gを群、N を Gの正規部分群とする。また、
商集合 G/N の元を aN, bN(a, b ∈ G)とする。

1)aN と bN の積 (aN) ∗ (bN)を abN と定義すること
ができる。

2)(aN) ∗ (bN) = (aN) · (bN)
　
証明
1)の証明　 a(= ae)は aN の元である。aN の元 a′ ∈

aN と、bN の元 b′ ∈ bN をとったとき、a′b′N = abN を
示せばよい。これを示す。a′ ∈ aN, b′ ∈ bN より、a′ =
an, b′ = bn(n,m ∈ N)とかける。よって、

a′b′ = (an)(bm) = a(nb)m

となる。また、補題 3.3より、nb = bn′(n′ ∈ N)とかけ
ることから、補題 2.4より

a′b′ = a(bn′)m = (ab)(n′m) ∈ (ab)(NN) = (ab)N 　
である。よって、同値類の性質より abN = a′b′N である。

2)の証明

(aN) ∗ (bN) = {(an) · (bn′);n, n′ ∈ N}
= {a(nb)n′; n, n′ ∈ N}
= a(Nb)N
= a(bN)N ∵補題 3.2
= {abnn′;n, n′ ∈ N}
= abNN

= abN ∵補題 2.4



補題 3.5の 2)より、(aN) ∗ (bN)を (aN)(bN)とかい
ても混乱が生じることはない。

4 準同型定理

ここでは、準同型定理の証明、および、それに必要な
準備を行う。
　
定義 4.1 G,G′ を群、f を Gから G′ への写像とする。

Gの任意の元 a, bに対して、

f(a・b) = f(a) ∗ f(b)

が成り立つとき、f をGからG′への準同型写像という。
さらに、f が全単射のとき、f をGからG′への同型写像
という。また、Gから G′ への同型写像が存在するとき、
GとG′は互いに同型であるという。ただし、·は群Gの
演算、∗は群 G′ の演算である。
　
補題 4.2 G,Gを群、f を Gから G′ への準同型写像と
するとき、以下の 2つが成り立つ。

1)f(e) = e′

2)f(a−1) = (f(a))−1 　　　　　　　　　　　　　　
ただし、e, e′ はそれぞれ G,G′ の単位元である。
　
定理 4.3 N が群Gの正規部分群のとき、Gの元 aに商
群 G/N の元 aN を対応させる写像 f は Gから G/N へ
の準同型写像である。
　
証明 群 Gの演算を ·、群 G/N の演算を ∗とする。こ
のとき、aと bが Gの元なら、

f(a) ∗ f(b) = (aN) ∗ (bN) ∵ f の定義
= (a · b)N ∵補題 3.5
= f(a · b) ∵ f の定義

である。
　
補題 4.4 f を群 Gから群 G′ への準同型写像とする。
1)Gの f による像集合

f [G] = {f(x)；x ∈ G}

は G′ の部分群である (f は Gから f [G]への準同型全射
とみなされる)。

2)G′ の単位元 e′ の f による逆像

f−1[e′] = {x ∈ G；f(x) = e′}

は Gの正規部分群である。
　
定義 4.5 補題 4.4の 1)の f [G]を Gの像群といい、補
題 4.4の 2)の f−1[e′]を f の核という。
　
定理 4.6 (準同型定理)

f を群G(演算は · )から群G′(演算は ∗ 、単位元は e′)
への準同型写像とし、その核をN とする。このとき、商
群G/N と像群 f [G]は互いに同型である。その同型写像

[f ]：G/N −→ f [G]

は次のように定義される。　

G/N の元 a · N に対して、[f ](a · N) = f(a)

　
証明ここでは、·と ∗は省略せず、G/Nの演算は省略し
て、3つの演算を区別する。次の 3条件を満たせばよい。

1)[f ]が定義される、すなわち、もし a ·N = b ·N なら
ば、f(a) = f(b)である。

2)[f ]は準同型写像である。
3)[f ]は全単射である。
　
1)を示す。

a · N = b · N
⇒ a−1 · b ∈ N ∵補題 3.4
⇒ f(a−1 · b) = e′ ∵核の定義
⇒ f(a−1) ∗ f(b) = e′ ∵定義 4.1
⇒ f(a)−1 ∗ f(b) = e′ ∵補題 4.2の 2)
⇒ f(a) = f(b) ∵ f(a)を左から操作

2)を示す。

[f ]((a · N)(b · N))
= [f ]((a · b) · N) ∵補題 3.5
= f(a · b) ∵ [f ]の定義
= f(a) ∗ f(b) ∵定義 4.1
= [f ](a · N) ∗ [f ](b · N) ∵ [f ]の定義

3)を示す。[f ]は明らかに全射だから、単射であること
を示す。

[f ](a · N) = [f ](b · N)
⇒ f(a) = f(b) ∵ [f ]の定義
⇒ (f(a))−1 ∗ f(b) = e′ ∵ (f(a))−1 を左から操作
⇒ f(a−1) ∗ f(b) = e′ ∵補題 4.2の 2)
⇒ f(a−1 · b) = e′ ∵定義 4.1
⇒ a−1 · b ∈ N 　 ∵核の定義
⇒ a · N = b · N 　 ∵補題 3.4

である。

5 おわりに

本研究では、群の構造を理解するための 1つの定理で
ある同型定理の理解に努めた。斉藤 [1]で省略されている
証明や記号を補う過程で、今後、数学の文献を読む場合
は、省略されている記号等を確認しながら進めていくべ
きだと感じた。
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