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1 はじめに

二重指数型積分則（以下 DE公式）は，万能型の数値
積分公式として今日広く用いられている．この DE公式
には，通常の有限区間用の DE公式や無限区間用の DE

公式や振動積分用のDE公式などさまざまな種類があり，
応用上重要な積分の多くを効率よく計算してくれる．DE

公式による具体的な自動積分アルゴリズムには，離散化
誤差を推測し，計算を打ち切るというプロセスが必要に
なる．この推測は，積分則の刻み幅を半減させるごとに
積分による精度が倍になるという性質を用いて行う．し
かし，この性質は絶対誤差の上からの評価においてのみ
成り立つものであり，そのことを考慮せずに推定を行う
と収束判定を誤ることがある．そこで従来から，安全因
子を推定誤差に乗じて判定をより厳しくすることで信頼
度を上げるという方法がとられてきた．しかしこの方法
は，多くの場合で，要求するよりも過剰な精度の計算を
行い，DE公式の効率を悪化させる．
それに対し大浦は，従来の離散化誤差計算に加えて，重
みつき積分に対する離散化誤差計算をすることで精度を
二重に保証する方法を提案した [1]．本研究では，DE公
式と大浦の新しい評価法を理解し，その効果を数値実験
により検証する．

2 DE公式とその誤差解析

有限区間の積分

I =

∫ 1

−1

f(x)dx (1)

について考える．この積分を適当な変数変換 x = φ(t), a =

φ(−∞), b = φ(∞)で∫ 1

−1

f(x)dx =

∫ ∞

−∞
g(t)dt, g(t) = f(φ(t))φ′(t) (2)

と，急減少関数 g(t)の無限積分に変換できたとする．こ
のとき，右辺は無限台形則の総和の上下限を調整した

Tn
h g = h

n∑
l=−n

g(lh) = h
n∑

l=−n

f(φ(lh))φ′(lh) (3)

で精度よく近似できる．nは |g(lh)|が |l| > nで十分小
さくなるように選ぶ．特に，g(t)がある正定数 α, β > 0

に対し
|g(t)| = O(e−α exp β|t|), |t| → ∞

と 2重指数関数的に減少するよう変換する方法を DE公
式という．有限区間 [−1, 1]上の積分に対する変数変換と
しては, 次のようなものが推奨される．

φ(t) = tanh(
π

2
sinh t) + c, (4)

φ′(t) =
πr cosh t

2 cosh2(π2 sinh t)
.

積分 I = ....に対する無限台形則近似を

Th = h
+∞∑

k=−∞

f(kh) (5)

とし，その 離散化誤差： ED = Th − I とすると，以下
の定理が成り立つ．以下で，

D(d) = {z ∈ C
∣∣|Im z| < d} (6)

は複素平面上の幅 2d > 0の実軸に平行な帯状領域を表す．
［定理 1］D(d)で正則な関数 f(z)がつぎの 2条件を満た
すとする．（条件 1）任意の c (0 < c < d)に対して

Λ(f, c) ≡
∫ +∞

−∞
|f(x+ ic))|+ |f(x− ic)|dx (7)

が存在し，さらに，

Λ(f, d− 0) ≡ lim
c→d−0

Λ(f, c) (8)

が有限値である．（条件 2）任意の c (0 < c < d)に対して

lim
x→±∞

∫ c

−c

|f(x+ iy)|dy = 0 (9)

である．このとき，任意の h > 0に対して

|ED| = |Th − I| ≤ exp(−2πd/h)

1− exp(−2πd/h)
Λ(f, d− 0) (10)

が成り立つ．//

すなわち，h → 0で，Th は，I に指数関数的に収束す
る．式 (3)の Tn

h gについても，n を十分大きくとること
により，指数関数的に真の積分値に収束する．

3 大浦の収束判定法

3.1 従来の収束判定法

有限区間の DE公式は与えられた積分

I =

∫ 1

−1

f(x)dx (11)

に対して，変数変換（DE変換）(4)を施して

I =

∫ ∞

−∞
f(φ(t))φ′(t)dt

とした上で刻み幅 hの台形公式を施して得られる近似式

Ih = h
∞∑

n=−∞
f(φ(nh))φ′(nh) (12)



において，無限和を適当な有限和で打ち切って得られる
ものである．この離散化誤差は，f(x)にある弱い解析性
がいえれば，C,C ′ > 0が存在して

|I − Ih| ≤ C ′||f || exp(−C/h) (13)

となる．ここで，||f ||は f(z)のある複素領域でのノルム
である．したがって，刻み幅 hを半減させるごとに有効
桁数がほぼ倍になっていくという性質がある．この性質
を利用して,誤差推定できる．ただし正確には，この推定
は，ある h = h0, h0/2, h0/2

2, ..., h0/2
M に対して

α|I| exp(−C/h) ≤ |I − Ih| ≤ β|I| exp(−C/h) (14)

となる α, β > 0が存在するという仮定のもとで行われる．
まず，h = h0に対して Ih, Ih/2 が計算されるているとき，
Ih の相対誤差 Eh は，

Eh = |I − Ih|/|I| ≃ |Ih/2 − Ih|/|Ih/2|

のようにほぼ正確に計算できる．次に，Ih/2 の相対誤差
Eh/2 は

Eh/2 ≤ β exp(−2C/h) ≤ β

α2
E2

h

と評価することができる．したがって，収束判定は，

|Ih/2 − Ih|/|Ih/2| <
α√
β

√
ϵ (15)

を満たしたとき Ih/2を I の近似値として返して計算を終
了する．満たさなければさらに Ih/4 を計算し反復する．
ここで，ϵ > 0は許容相対誤差であり，α/

√
βが安全因子

になる．安全因子は理論的に定められないためにいくつ
かの関数 f(x)を積分して実験的に定める．

3.2 改良された収束判定法

大浦の提案した離散化誤差の推定は，(12)式と同時に

Jh = h

∞∑
n=−∞

f(φ(nh))
2

cosh2(π2 sinh(nh))
(16)

を計算することでなされる．これは，重みつき積分

J =

∫ 1

−1

4√
π2 + 4(tanh−1 x)2

f(x)dx (17)

を計算することに相当する．ここで，この重みつき積分
(16)は，標本数の増加なしで高速かつ容易に計算できる
ことに注意する．さらに，Jhの離散化誤差に対して，(13)
式と同様の評価

|J − Jh| ≤ C ′′∥f∥ exp(−C/h), C ′′ > 0 (18)

が得られ，Ih の離散化誤差の代用とすることができる．
したがって，改良された収束判定法は，

max(|Ih/2 − Ih|, |Jh/2 − Jh|)/|Ih/2| <
α′
√
β

√
ε (19)

を満たしたとき計算を終了するというものになる．

4 Mathematicaによる数値実験

IB =

∫ 1

−1

dx

(x+ 2p)2 + 1 + q
(=

1√
1 + q

tan−1 2
√
1 + q

4p2 + q
)

とし，従来と大浦の収束判定の正確さについて比較する．
パラメータ p, q を格子点 p = j/Np, q = k/Nq, 0 ≤ j ≤
Np, 0 ≤ k ≤ Nq上に選び，積分値を計算するものとする．
このとき，h0 = 1, ε = 10−12とし，安全因子を 0.05で固
定したときの収束判定が誤る積分の個数Nfailと最大相対
誤差 Emax を求め，表１に示す．
大浦の収束判定による自動積分ルーチンは，
正確に IB の積分を求めることがわかる．
一方，従来の収束判定による自動積分ルーチンは，
誤る積分が見られ，正確に計算できないことがあること
がわかる．ただし，安全因子を 0.000018に選ぶことで
従来の収束判定でも正確に計算できるが，計算効率が悪
くなる．

表 1 IB の収束判定
従来法 大浦法

Np Nq Nfail Emax Nfail Emax

16 16 0 6.1× 10−14 0 2.6× 10−14

64 64 6 2.8× 10−7 0 1.4× 10−13

次に，従来と大浦の収束判定による自動積分ルーチン
を用いて，標本点数を比較する．
IB に関して，収束判定条件を満たした時の Ih/2 に対す
る標本点数を求める．
まず，安全因子を 0.05に固定したときは，大浦の収束判
定の方が標本点数が多かった．
これは大浦の収束判定が，従来の収束判定よりもより厳
しい条件で計算することで正確さを得ているからである．
このことは，従来の収束判定を安全因子 0.000018にして
収束判定をした時の標本点数を比較するとわかる．

5 おわりに

ここまで DE公式について従来と大浦の収束判定法の
比較をしてきた．
この研究により，安全因子と標本点数から大浦の収束判
定法の方が効率よく計算できることがわかる．今後の課
題は，大浦の研究をさらに改良した独自の収束判定法を
考えることである．
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